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कण | ५ ७ 
2 (4,008क> ०0, शत #>0) *5 </ ,(०) ( 
॥- ॥॥7 हरे. 


है । (9.]) का शवां आंशिक योग ,०,(७४) द्वारा ब्यक्त किया जाता है। अर्थात्‌ 


७ 2( 7 ,,.. 9॥ (7 | 3)“ । 
आह) 775९ दर । 0 ४ (/) 2 8॥ ॥/2 4४ (“2) 


हम निम्नांकित के रूप में लिखते हैं 
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जहाँ [&] से » का समाकल खंड सूचित होता है । 


में नायका। ने फरियर श्रेणी के परम अभिसरण के सम्बन्ध में एक गुणक ज्ञात 


2. हाल हो 
किया है । उहोंने निम्तांकित प्रमेय सिद्ध की । 
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परम अभिसारी है | 

नायक के उपर्यक्त प्रमेय के प्रकाशित होने के पूर्व रे! ने फूरियर श्रणा के परम अभिमरण के 
लिये श्रेष्ठ सम्मव गणक ज्ञात किया था जिसमें उपर्यूक्त परिणाम निहित है। उन्होंपे अगस का सिद्ध 
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प्रस्तुत शोष पत्र में हाल ही में चौघरी द्वारा सिद्ध किये गये एक साध्य को अधिक व्यापक परि- 
केल्पनाओं में प्रतिपादित किया गया है एवं इसका विस्तार नारलुंड परम संकलनीयता के लिए 
किया गया है । 
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[. माना कि ४७, एक श्रनन्त श्रेणी है जिसके आंशिक मोगों का अनुक्रम (७,) है । श्रेणी को 
परम संकलवनीय (४४, /,,) या संकलनीय | /४, /, | कहा जाता है, यदि अनुक्रम (/,) परिसींभित विवरण 
का है, जहाँ कि 
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नारलुद संकलनीयता की दो विशिष्ट स्थितियां होती है! : हारमोनिक संकलनीयता, यदि 
2073 ,, । ] » जिससे कि /१५०००४ #, #->००; और चिजारो संकलनीयता जबकि /%॥८४ हर ॥॒ गा ह 
0>0. यह ज्ञात है कि श्रेणी 26, संकलनीय | 2, । | होगी यदि 
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नल अन्य. 
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. 0 टीकम सिंह 


/८/ 
फलन 0 ६ 7.(0,००) से सम्बन्धित लागेर श्रेणी निम्नलिखित हैं, : 
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और 7. (0, ००-!, एक लागेर बहुपद है । 
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2. हाल ही में चौधरी? ने निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध किया है: 


प्रमेय : 
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प्रस्तुत शोध पत्र के प्रभेय | में उपयुक्त साध्य को और अधिक व्यावक परिकल्पनाओं में प्र 
पादित किया गया है और प्रमेष 2 लागेर श्रेणी की न.लुंड परम सकल नीतता पर है। हम निम्ना 
प्रमेय सिद्ध करते हैं : 


प्रमेय | : 

--<०<-३ के लिये श्रेणी ([-) बिन्दु ४0 पर संकलनीय | ८, | | होगी यदि 
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| जय 4) ०्‌ [08 हक ४ (2' |) 


7->0, 8 एक नियत घन!त्मक स्थरांक है, 


| , 608 ;7%४-१४ | (3) | 0/०-0(0६ ॥) (2:2) 


लागेर श्रेणी की परम संकलनीयता ] 


आर रु 2.08 ॥-००/2-772 | ४( ७) | ध/--९(०(॥08 ४), #->०० (2'3) 
4 


2 


क्व 


प्रमेष 2 : 
माता कि (७,.) एक धनात्मक श्रौर एकदिष्ट (7070007ा70) विस्तीणं मान अनुक्रम इस प्रकार 
है कि (0, - ५-3) परिसीमित एकदिंष्ट अविस्तीर्ण मान (07-70८४४॥४९) है, तब -]-<०< ---३ के 
लिये बिन्दु ४-0 पर लागेर श्रेणी (-]) संकलनीय | ४, #, | होगी, यदि प्रतिबन्ध (2-) (2-2) और 
(2-3) संतुष्ट होते हैं । 
3. प्रमेयों को सिद्ध करने के लिये हम लागेर बहुपद के निम्नांकित गुणों का उपयोग करेगे 
(देखिये, [6] प्रृ० 75 श्रौर 239) 
उपप्रमेष ॥. 
मान। कि «८ स्वेच्छ वास्तविक संख्या है एवं / और # नियत घनात्मक स्थिरांक है, तब यदि #-> ०० 
ध7१/१-१/4 02(क%/8 न 5) , ८6 ड:॥ 
| ॥8॥ का ्छ 4 


(०) क्‍ 
८५. (0): हि (3-) 
(20% ) $ 0::. 5६.५ का !ः 


धछ 


उपप्रमेय 2. 
माना कि है और « स्वेच्छु और वास्तविक है, #>0; 0<: ०-4, तब यदि #-.+ ०० 


((४) 
गा 27200 ऐ ज (0|-०५, (32) 


[85% (१०-०३, ० 5३), हर: (4-०२) ह#; 


59 क (3-9) 
डे | ) छ 
] 3 है प ( हि (४ कक रु $ पे (पल है, ) न ५४ पद १ 


५ ' 7] है| ६ ] ५ 
&,(0) 557९७ + 7 | के 7. ? ( ,) /(3)) 40. 
(2 का सर्वाधिक मान साथ में दशये गये अंतराल में लिया गया है । 
4... प्रभेय । की उपपत्ति : हमें ज्ञात है कि [देखिये।5) पृ० 269] 


४(०) 77४ (०+ ))7 | ९० >वा, (० +)( 9) /0) ४० 
लागेर बहुपद के लाम्त्रिक गुण का उपयोग करने पर 
५0 7. (८४५ १) 
3,(0)-4 | 7... (9) %(9) ० 
07 १0 !; 0० 
-“(/+.*(.+] 
0 6/7॥॥ /28॥ /८। 


न, ५-4, +-४, (माना कि), (4') 


2 । । टीकम सिह. 
# एक नियत घधनात्मक स्थिरांक है । 
अब (3-]) और (2-) उपयोग करने पर 
/₹50 (४४7) ा | ९( 9) | थ।' 


++(0(75+7१) 2 (॥7%/8- 3/4 ]07 #) 


८ ८ (2 (॥५/2+7/4 [09 ४), (42) 
ह्छ 
तथा 975 ०(४5/£४ 77) [ .०/8-3& | $( 9) | 4४ 
८7 
 -+ (2(770/£+१।4 ]08 #॥) (4"3) 
५ ्थ ब्न] ९, ] | 
अब (32) एवं (33) में »-३८ “ठ- “4757 बू रखने पर और (22) का उप- 
योग करने पर 


कल (2(#५१/१+ 4/4) ॥ 2.0/4& 30“6:/4-3/% । %( 9) । 49 
य्ध 


श्रंत में (3:2) और (3:3) में ॥- ३७३०५ रखने पर, जिससे कि 3 8००३७ | २५ और (-3) 
का उपयोग करने पर 


| &| 
4५ व (2 ७ /2+ 85 /4 |) | 2..' है -६४/2-४03/५ | 4४ 9) | 54 
« ॥7 


८+€0(॥%/2+7/4) | शाह छ्ाएजतार | ५६ ॥) | 4 
*ै 
++0(ह%/११7/४ 08 ॥). (43) 
ग्रत: (3-), (42), ..., (45) को मिलाने पर 


55074] _ है 0777 08 # 


व्ू0(]), -]-:०७«:--३ के लिये 


5. प्रमेय 2 को सिद्ध करने के लिये हमें निम्तांकित श्रतिरिक्त उपप्रमेधों की आवश्यकता 
होगी । 


लागेर श्र णी की फ्रम संकलनीयता! 3 


उपप्रमेष 305] : यदि (७,) घतात्मक और एक्रदेष्ट विस्तीर्णमाव अनुक्रम इस प्रकार है कि 
(70 -:०#%-व) परिसीमित एकदिष्ट अविस्तीर्णमान हो, तो अनुक्रम (#,,,/७,) एकदिष्ट अधिस्तीर्णमान 
होगा । 


उपप्रमेय 40! ; यदि (७,) घतात्मक श्रौर एकद्विप्ट विस्तीणंम न श्रनुक्रम हो झौर (#,,/४,) 
अविस्तीणंमान श्रनुक्रम हो तो 


[( 
6. प्रमेय 2 की उपपत्ति : 


प्रमेय 2, प्रमे। । तथा उपप्रमेष 4 का उपयोग करने पर सिद्ध हो जाती है । 


कतज्ञता-ज्ञापन | 
लेखक डा० घनश्याम पाण्डे का आमारी है जिन्होंने इस शोध पत्र को लिखने का प्रोत्साहन 
दिया । 
निर्देश 
3. मट्‌ट, एस० एन०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, [959, 2, 73. 
2. चौधरी, श्रार० एस०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, [975, 8, 85. 
3. हार्डी, जी० एच०, ॥9)५2.2०॥॥ 8०४०४, [949, 
4. मकफाडिन, एल०, ड्यूक मेंथ० जने ०, [942, 9, 68. 
5. मेहरोत्रा, एन० डी०, इंडियन जने ० सेथ०, [967, 9, 467. 
6... भेगो, जी०, (070808079] ?0]जञाठग्रां॥)$, 959. 


४।]7973 ?975॥30 /॥059370॥|93॥ ?9६7[[६६ 
४०!, ॥9, ०. |, ]|आप०7'५, [976, 792०5, ।5-23 


५, (५/) ब्क र' 
फलन श्रेणी तथा फलन 7 के लिये रूपान्तरण सूत्र 


आर० सी० वर्मा 
गणित विभाग, इंजीनिर्यारेग कालज, रोथाँ 
तथा 
जी० बी० महाजन 
गणति विभाग, राजकीय विज्ञान कालज, रोवाँ 


[ प्राप्त: “जुलाई ], 975 ] 
सारांश 


(०/) 
प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य लारिसेला की श्रेणी /५ का मान ज्ञात करना है, जब इसके समस्त 


| रा (०/) 
कोणांक इकाई मान लिये गये हों । फिर इस फल का उपयोग फलन /५ के रूपान्तरणा सूत्र को प्राप्त 
करने तथा कई चरों वाले सार्वीकृल हाइपरज्यामितीय' फलन के लिये फलन श्रेणी प्राप्त करने के लिये 
किया गया है | कप्षिपय विशण्ट दशाओ्ों की भी विवेचना दी गई है। 


0. 98/3"2. 0४ 


प् (7) ए्‌ 
मपाएाता इसा९$ बातें धग्चाईकागनााणा लि! 0 जिटांगा कै, .. 27 7२. ८. एथशग77, 


7>26९02०पशआशआ। ० व्विाह0905,  (00एश:प्राला शिश्ा।व्शांतर ९००९०, रि०४७० 270 0. 8. 
दवाुंका), ९एथाा]ला। ती चिद्वााशातवा05, (0ए४77०7 $0०7०० ("0]62०, 7२९५/७ (४. ?.). 


वज्जढ 56० 0 एंड 9०9०7 78 [0 ९एशॉप्र॥०९ ,8प700]8"8 5८४०५ ग है शीशा थोा। ० ॥5 
बा४प्राला& 26 (8087 [0 06 प्राय, ॥॥5 7९४पाँ 8 ता प्रांटटत गा 00277 8 (शा5- 
लणिएफ्ब0) छिपा, छा पार णिाएा0ता पा धात॑ 8 प्रिजरांगा 8०७९४ 0 शशालणीर7०0 ॥9)9०५ 
260गालाएंठट फिालांता 00 8$९एकववा एकव80॥05... #6ए 940 0पाक्षा' 289९5 76७ 0]50 0800$85९0. 


6 आर० सी० वर्मा तथा जी० बी० महाजन 


लारिसेला की एक श्रेणी”, जिसमें ऐपेल का फलन <3 सम्मिलित है जब ४-52 (और निस्सन्देह 
गॉस का हाइपरज्यासितीय फलन ,/१, जब #--१) 


9) द 
(०5 25 *-*9 /%; 2 279 ***5 ») (्‌[ | ) 


800 
(०, 70॥ +; -. +779)(8,, ४7). - (2, ४7). ?प्‌ कि, 


2 छा न] 
व -न779) ४7... 77. हे # ? 


70450. ॥/%/₹50 (] 5 गन 


है जहाँ (०, #) २४ (०- 77)/7(०)। 7५, फनन का संप्रयुक्त गशित तथा गणितीय भौतिकी में विशिष्ट 


महत्व है क्योंकि दीर्व॑वृत्तीय समाकल ४,” [[] प्रकार के हाइपरज्यामितीय फलन हैं। 


अनुभाग 2 में हम गणितीय ञ्रागमन की प्रविधि का प्रयोग करेंगे और 7 | का मान सिकालेंगे 
जब इसके सभी कोणांक इकाई हों । स्पष्ट है कि इस फल का उपयोग विविध खूपान््तरणा सत्रों, फलन 
श्रेणियों तथा कई चरों वाले फलनों को श्राप्त करने के लिये किया जा सकता है । अनुभ/ग 3 तथा में 
एक रूपान्तरण फलन तथा फलन श्रेणी व्युत्पन्न किये गये हैं । 


कई चरों वाले सार्वीक्ृतत हाइपरज्यामितीय फलन को: 


ग॒ (7) (27) 
4: 2; ...; २३ [807 (0, + 5 (०); । 2 
(्‌ ] कल 4292 ) *+१5 8९:३9 हि ( | ! ८५ ) 


2 (3) (2 
(८८) : (८,, कक) 


४ (ध[, ॥7 + ..-- 8.) 7 (0 +77) ... 7 (8, , #%,) _!॥ ५१! 


चल ही छ० # हज ४७७02 न मम मन अर मिल जल नि ककियत | ॥ै। बा )। 
फारु0 7॥)/50 (! ' 7777 ॥ १2, ५ 


(८५ कान: व, ये (व, , 222)... 27 (4; , ४7,) 


् 
सामका द्वारा परिभाषित किया जाता जहाँ 


4+ दी आस 0०00४ पलक, 2 :+% 60 7 अथवा यदि 


#नड+८+ 0 +], | 2; |<, 7-], 2. .... ) 


सक्षपरा की दृष्टि से (४,) द्वारा 4 प्राचलों के पेमुच्चय का बोध कराया गया है ०, 6५५ 
(४) 


0५.) 8 प्राचलों के समुच्चय 8, , ... 000 लत 0 777 


»+% ५ 
» के लिये आया है। इसी प्रक।र (९९५) 
तथा (4७ ) भी आये हैं। रिक्त गुणनफल को इकाई मानना होगा। 


5 ऋ 
फलन श्रेणी तथा फलन ४, के लिये रूपान्तरण सूत्र [7 


वास्तव में (:2) द्वारा परिभाषित कई चरों वाला सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन श्रीवास्तव 
तथा डोस्ट [१, 0. 454] द्वारा परिभाषित बहुगुणित हाइपरज्यामितीय श्रेणी की विशिष्ट दशा है । 


आग, सक्षपरणा 2 | द्ष्टि से सकते (४ 0 ८.) से प्राचलों का समच्चय “९, कि हे / हि तथा 


7" ६: ५0.“ 0-- | 
(४४५ (०, ०)] से गुणगनफल 2" | ( $ ) ** ६ - रु ), का बोध कराया गया है जहाँ ७ घन 


पूर्णाक है 





2. इस अनुभाग में गरिएतीय आगमन प्रविधि के सहारे जैसा कि [6, 9. 43()] में दी गई है, 
हम निम्नांकित सूत्रों की स्थापना करेंगे । 


जल किम पट /()) ८९१ - ०--/।-।३॥०८--- “:/))) 
/ १ 2 जा की 0 एक ) 37 (29 2). (2 
है, ॥ 0 कह हट ॥ (96 को की है - ०) कि ड 


जो समस्त घन पूर्णाक » के लिये है जहाँ /० (३/-००--- १ ------ -9.) तथा » न तो शन्‍्य है और 
ने ऋण पूर्णाक । 


उपपक्ति 


हम ४? पर भ्रागमन का प्रयोग करंगे । हम (2-]) को कोणांक /?., के रूप में ग्रंकित करते हैं और 
माना कि प्रत्येक घन पूर्णाक 9 के लिये एक एक कोणांक /?., निश्चित किया जाता है जो या तो सत्य या भसत्य 


[ 
हो सकता है । अब /, सत्य है क्योंकि ),....। अतः (2") का वामपक्ष ,/ ही ) हो जाता है भौर 
इस प्रकार 





(५ / (0) /"१/“-०--/8]) ( 
॥८ १ शि दे 20 ““” (४ ॥ 2-2 
के ( १४ ।) / (१ ०)४ (५-८ मल 
जो गॉँस का सुप्रसिद्ध सूत्र है। अब कल्पना करें कि ?,, किसी $ के लिये सत्य है। अतः /.,..] को भी 
सत्य होना हैं | हमें ज्ञात है कि 


(१४ ह ) 5 3 2 जा 
/,, /' 47% ) 933; | ], मर | 


सा ् रे 
१ अ् पा ] ७9 ४ | 07087 के 


कक 
र) 


रा (०, 7), | 2(2%। ।5 777), ।3) 7 । ० 7॥0045 + 8॥ 5३ 0; को ४ ] 
श्र ( # आओ आऔआ $॥ 
72१/ | 5..(0) है 8.४ ।] ) 777), क्र ॥ 8 ? हि 


>ीकाओान + हा तन्‍ 


चूंकि /., सत्य है अत 
6? 3 


[8 . आर० सी० वर्मा तथा जी० बी० महाजन 


2 | हा: है 077 «०४३ 
पक | कद ।| 
आम 


| (०५, 77/)(22+७ 2) (2 / 0 व घी ० 777./:)(/)/+१5 77./+4) (१/ + 7770 0५) (नल द नर 0 हे 8, -“- “7 8%/) 


न नननपनननन न प+ लिन नल नानी किन कमान नाक पर पका + कप पाक+ १२ 


ही ह0 (>, ॥79-+] ) 809 +7 3 (लेट ०) (१ 4 79 +] 7: पर 8,---:-- ४9%) हं 


लय 





__7(/7(३-०-/॥-१४- 7799) 7 हे /)+ा 5 । 
/0-बए-अऔ-लटििण 7) | #विनीी३० 754 


गाँस के सत्र (2:2) की सहायता से ५/, का मान निकालने पर हमें 


फ् ् : 93 - ३ हक; आओ] 3_70)07'७--०-४। ०१७7०: 20)07७-०-१ ०१३० --: ८ 00+7) 


ड़ पटक 2 गए जे 3580 5 $ | 7७-०7 ७/-/-१३- 5 23 -“89+3) 


प्राप्त होता है। अतः 2... सत्य है यदि 2,,. सत्य है। चूंकि ऊपर बताया जा चुका है कि 2 
सत्य है अतः समस्त /,, सत्य हैं अर्थात्‌ समस्त घन पूर्णाक 9 के लिये (2-) लागू होता है । 


विशिष्ट दशाय _ 
#नन2 रखने पर हमें 
प्र * 25 #85 40ध2%)/ (2८80 8. --/32) 
क्र ( 8] 5 83 । ] ] हर क/- पक 7 9-8,) , हक 
| :-;“+; | 4(५/-०)८४ (/ "४7 22 . (<'>) 
प्राप्त होता है जहाँ 2 ऐपेल का प्रथम फलन है । यह महाजन? द्वारा ज्ञात किया हुआ फल है । 


3. (2-) के सम्प्रयोग के रूप में यहाँ १र तिम्नांकित रूपास्तरण सूत्र सिद्ध करेगे 





का भित-० 5 > 3 | 3 ञथ्ट >+ (५ 
(4 जा 0 मा ही। --2.,) 9 432 | हि रा हे रा पक 9 ०००१ |] है | (3'|) 

[१ # 39 5» ४५४७ ॥ । ० 5 अर 

कण हे 8 इक 

स+ 4) | जि; 2; 245 पक ० 
02478 9 
रा इक 2 
जहा [2 [<4 तथा कल (६4, 755 , «&, -:-+ ?/: 


उपपत्ति 


.. (3-]) को सिद्ध करने के लिये हम इसके बाम पक्ष 22 (माना कि) से प्रारम्भ करते हैं और (-) 
से फ्रतिस्थापन करके : 


:%/ !7% 
(2 ञः तर (9 हे 4)(8,, #7) का (8, 77), ( र | 6 नम 4), 
००  छ/०० 30 वी का! ७... छ,। ते. 5.)विए ... त्‌ ० ३. छ् 


हू 20 कक 
फलन श्रेणी तथा फलन #%, के लिये रूपान्तरण सूत्र 9 


प्राप्त करते हैं, जहाँ हमने संक्षेपण की दृष्टि से सकेतन ॥8 < #, -+ #३ +- ... +. #। 
जिसे पूरे शोधपत्र में प्रयुक्त करेंगे । 


» का प्रयोग किया है 


_ ०» (७०, 77) पक | भें 
प्रब॒ फल (72) 7“ “॥ ४ का उपयोग करते हुये तथा आन्तरिक और बाह्य संकलन 


का चिन्ह परस्पर विनिमय करते हुये (क्योंकि सब्नमिहित श्रेणी के परम अभिरण के कारण वध है) 


2. 9... ४ ४ प (2-० ०५॥4)(89 777)-. (89 7?!) (- )# 


हे | | 
हक हक आओ 8 4) ४5 --- 70! 


५५ (2 7], /4).. (2५ + ॥7»; /),) टू गधि 7)/+/:% 


शा 


/2। ! (५! हे 02% ः 


का की १ || 
050. /.७० ॥0०00. ॥9०0 (75 44) 7] | --- 70: ! 


८ चि|। शक पिल्‍ था) ५096 शा १09) (ति हि 


प्रारम्मिक सम्बन्ध [8, 9. 32]: 


(7 )60%, ४) जल 0 
0, ४-9 चप प ५ 2] तथा (-७ 0 दर: ज्ञा। (०४४४४), 


का उपयोग करने पर हमें 


0 पक (5 महा 


/ ]००0 6१ !) न] न हा ५१२ के 


फ' “56० ; “-६५; -.--) -+-/८.,! 
»८ #7,, हे ( .? > १/५ [, ], रे | 
१ ४ पा ट «० हु ६२५3५ क्र 


*( (200 /६००) हि ] /प 
हे हॉकी है. हक 2५, 


प्राप्त होगा। (2-) के साथ ही कुछ और सरलीकरण के द्वारा हमें बांछित फल (3-) की प्राप्ति 
होती है । द 


हमारा सत्र (3-) ज्ञात सूत्र 


([--2)7॥॥(] --29)779 #' | ५ ०: गे 2॥ 59 


मी आन 2 हा । 


१ 
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| 


०:४8; 89 . 
न्‍ ल जी | ड़ कु 
/पजपनय | 


20 
्ड । 
का सार्वीकरण है जो एक अन्य ज्ञात फल [8, ०- 60 (4)] 


; 6, )/-० 2 9. थ€“औृ 


(| -“2)7” 27 | 


का सार्वीकरण है । 


4. इस श्रनुभाग में हम निम्नांकित फलन श्रेणी की स्थापना करेंगे : 


;् ० 04(77+7***+-7] ») 
रह कम / (नशा नहा) [4 (0, 75 कान: ०77०३) ||: | ह।३ ! 
श्र “3 24 - ०-० 7) 3: ६ | (धर () * ! 
7 |477 6(0७, 06;--7॥ 2 आह मर | रह 4] 
है । | इ 5 आ ॥| एके ; गहे; 5] 2 | (00), 080, 0-हप----. हक: मा 
() (१) 
(099) 3 ***३ (8, ); ] 
(5) (9) 67 ***9 £% 
(4५, ), (0, गा-आप3 ---3 (व4।,.,), /3(0, ०५-१४); 
__20+/+०+---०१-/-27'/ (20, ५+-०+०॥----- । ०५--०- [)] पे 
हछुक्तागूफह छू 2७-75 ७6, उा सकफ 7 र#॑ऋ्ौू आएडएलफ 
ह 7! ना विश 2: ...; 0) 
है. हि | 2५ (0, ०) | 40. 38 : 240 ; -«-; 20,/+ 
धर हा, ८&(290, »-+9+०१+ ---- ०/--%१--), 
(८८), ७(9, » | ०--), (७, » ०, -- . +- ०), ““ १), 
(7) (१) 
: (09, )3 -*-3 (०/,, न्‍ 
(3) . (१) न *००) ५27 

3 (0, ०): (4५, ), 4५(०, ०;) 3 (4५, ) ८3 (0, 0») $ ५ 

बशर्तें 


“4+;< ८-+- 20/--26, 7-5, 2, ..., », भ्रथवा यदि 
4-20;5-८--0:-- 260 -- ], 6 |<, 755, 2, ४४% 70५ 


> की 
फलन श्रेणी तथा फलन *& के लिये रूपान्तरण सत्र 24 
उपपत्ति 


(4.) को सिद्ध करने के लिये हम इसके वाम पक्ष ४. से प्रारम्भ करेंगे और # फलन को (-2) 


की सहायता से हाइपरज़्यामितीय श्रेशी के रूप में व्यक्त करेंगे तथा आनन्‍्तरिक और वाह्य संकलनों के 
क्रम को विनिमयित करके 


(0 कक 
कर ाचए 0 -२> 


2 । 2] () 30 (१) 
4 (६;, /८) ४ दि 5 2 | / 
] गज (६; रा (8; १ 3) रे (8; ५ ») 2, 5 





उरेकेननओमाकक->« ५ भक३भ9 के जे 


(4. /, 





( _>].. () 27 (१) 
या (7 (व | 70) --- 77 (क ५ ४5) 
बहा म्न्श्य ३. 


(८ 2 ( ०0 ) 247 प्र 


क्‍ 
040. ॥7१/०-0 (2५ ॥6 )7४7] *. ..777), | [(७, ४, /)(०१, 073, 70.) .. .(०),, /!7», /:»)] 


ब:3 (/9--४+ टी जी [व] | । 
[ (0720 0७: |५ )| , (4-2) 


९/॥ 
(/, 4, /0)(०३, ४१) /03). . (०५५, 7:» /:>,)] 
वाले गुणनफल को एक ऐसे ही गुगनफल से गुणा करना होगा जिसमें », ॥/ तथा # के स्थान पर 
क्रमश: 6,, #7 तंथ। |, रखा जाता है; फिर » को ०५ द्वारा, ॥/ को 7४ द्वारा और # को / , द्वारा 
प्रतिस्थापित करते हैं और इसी प्रकार करते हुए श्रंत में ० को ०» की 2५ तथा # को #, द्वारा 
प्रतिस्थापित करते है: 


प्राप्त करेंगे जहाँ से यह श्रर्थ निकालना होगा कि (», ॥४, /) 


पूर्ववत्‌ गवी सकका। 4०४, | ० - 7४, सगे # 5६५ -.॥८५ .- ... ८) 
2 [0 (9, « १) २((०(9, ०)]( -0)//(-- ०, ७»)... (43) 
की सहायता से (4-2) की शअ्रंतिम पंक्ति 


हु का व 
७७५ ४).-.७७ का | 20 (है? ०) 7*ह)]| 
[(2५ )(०१, 3)*- (०५ »).] > 


का |. “गा 77 0/९ श [--०,--0/८३; +००३ [ आम 


४ « “४7५ ***9 “”“»9 


ण 


ब्रा 
हो जाती है जहाँ गा बताता है कि (2, /) के गुणनफल को ऐसे ही गुणनफल 
[(0, (०१, #८0)--.(०५ £»»)] 
से गुणा करना होगा जहाँ० को ० द्वारा तथा / को /८ द्वारा और फिर »को ० द्वारा, को £; द्वारा 
शऔर इसी प्रकार अंत में » को ०५ तथा # को /& द्वारा प्रतिस्थापित करते हैं । 


22 'आर० सी० वर्मा तया जी० बी० महाजन 


... (१) हु 
हू हम अपने सूत्र (४) को #+% का मान निकालने के लिये प्रयुक्त करते हैं श्रौर गामा 
गुणन सूत्र 


7#ड) - (27) 7कयाशा: कशद-ांड 7(< ः ) द (4-4) 
7 म्र्न्य 


की सहायता से सरलीकरण करते हैं तो हमें तुरन्त (4-) प्राप्त होता है 


विशिष्ट दशायें : 


उपयुक्त प्रतिबन्धों के अन्तगंत सूत्र से कई विशिष्ट दशायें प्राप्त की जा सकती हैं। उदाहरणा।र्थ 
५0 ह 5477 


“माउठाफ्राउहछ | छाएएलारफा] 


के (६.५) । | ह 
> (47 ॥ चर ध 
456 (!+26 5 / (6, ण्पाः 77), ८ (9, व ४7) दे क्‍ ( ) 


277/7०-3 [/? / (20, //+ 2--2)] 
गीक्भितगाश[7/ 6, ++9-70|ए# &7मउ व््ायजहुूरझगाजहछएड ढ | [4 0(०, 2)] [/ /५(०, ०)| 


(८, ), ८५ (20, »न-2-+:7 2) ] | 


हु 28, 0 | अलकब्क 0७ 
पड ले (०८), 2५ (०, % /--4), ८४४(०, #$ धर छा [), <(०, 2) “५(०, ०) &| * 


ट ५ ने ८! के ॒ ] ; 
प्राप्त होता है। अब दोनों ओर की 4 (८) से गुणा करने तथा हाइपरज्यामितीय फलन को 
त्र [5 9. 352] 


कि औलीट )- ०४ | ] 
(2 ) ०» + (; 26 « गज मत कल 6 (2 ? ८» « 0, /2, 5) 9 


की सहायता से मेकराब्ट फलन में रूपान्तरित करने पर हमें 


८० कवगा _ (६,) द 
> आउहपओ 2. पर 
हालत खि* ४ ५ ६ (८८), 78] (9, र हत् और (9, 3 १7) | 


हल आय लंबक पा ८ (20 »नी/2+-०--2) 988 
रा (3)077 (८८), की (20, १-2 छू !) ८५(9, १8 जी०-+ )+ ८६ (० 9) ८५(9 ०) री 


प्राप्त होगा जो मेकराबर्ट [6, 9. 35 (5)] द्वारा सिद्ध किया फल है । 


[, 


अ 


पट 


बा 


24 


हे फ' १) 
फलन श्रेणी तथा फलन <% के लिये रूपान्तरण सूत्र 23 
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लारिसेला, जी०, ॥२८00, (0, ४४६४, ?००००० 893, 7, -58 

मेकराबर्ट, टी ० एम०, (४, &7॥)3[67 [959, 39, [33-]39 
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480709. 


महाजन, जी० बी०, /४॥०॥र4/05 7त0८४५४०॥ ]974, 8, 80-86 


रेनविले, ई० डी०, 59००] पि2८00, सेकसिलन न्यूयार्क ]963 


हि 


0 72 [709828 ४, ]969, 3॥ । 449-4357 


४|73॥3 ?०705॥430 /॥053॥0[8॥ २807[/०8 
४०]. ॥9, ३०. |, |आ0७37५, ।976, 2०४०५, 25-34 


पछ-फलन से सम्बद्ध अरंखिक अवकल समीकरण 
के लिये जेंकोबी बहुपदों का सम्प्रयोग 


बी० एम० श्रीवास्तव 
गणित विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, रोवाँ 
तथा 
फतेह सिंह 
ऐप्लाइड गणित विभाग, राजकीय इंजीनियरी कालेज, रीवाँ 
[ प्राप्त--फरवरी 4, 975 | 


सारांश 


लेखकों ने रेखिक जेकोबी बहुपद सन्नरिकटन का उपग्रोग एक अत्यन्त सामान्य भ्रेखिक अवकल 
समीकरण 








४, ( हा (धर नि 5 »)) 
इकबण्म कह को ना), 
हे | (0५५ ५)। ह 
सिद्ध करने के लिये किया है जहाँ -फलन की परिमाषा फाक्स [2, 9. 408] के ग्रनुसार है । 
0509८ 


है एफाट्या०गाड ता उ2९०ा एणजशात्रांबोड [0 प्रताणारबा' कॉलिशाबं स्वात्वांणा 35502८ांक्रा20 
भा ज-जिटाणा, 27 5. ४, 87.798898ए8, 20947पाणशा: रण जिद्वाशदा॥08, (00ए९7ागला। 
506706 (0०6९९, रिटज७, क्या +,. 50९), 76एकाफएला, ण्ी #एञञांडत0 ०४०१77०08, 
(70५टशापयग्रालां जिाशा०6७१7४ (062०, 7१०७३ (४. 7.). 


वा बात बाएशाए 40 इलालाथ26 बाते प्रयाजि 5076 88०॥6० 7९३पाॉँ(३ शांए्ला 07 (78:0०, ४६5०९॥७ 
भा हि प्डराए््3, दा दात $०एछ७क ठततीटा एटइप्रा$ 7णातव जा गी8 साटाकांपाल, [॥6 27075 
48ए6 8०.60 (6 [ाहद्ला 3800छ ए०एजाठ्ायंग। 8ए077%तातंणा 00 $0[ए8 8 प050 एलाला्व] 
70तनावालशा' तारिटाढगाबं ९तप्च॥07॥ 
क्‍ 2 १॥ (८५ १ 0५ )) 
(४ ( | -|- स्य ) 


। (0५, /५)) 
शाढाह 7-पिाएाणा ॥8$ 96०7१ 46४6१ 9५ 765 [2, 9. 408]. 
(२ 4 





| ) हह ( 
२-०० 7) ४ “-7४ /१४), 








26 बी० एम० श्रीवास्तव तथा फतेह सिंह 


.  विद्यय प्रवंश : द 

इंजीनियरी तथा मौतिकी में विश्लेषण का अधिकांश ऐसी स्पंदनशील प्रणाली वाली समस्य ओं 
के अध्ययन से सम्बद्ध होता है जिनमें सन्रिक्टन की विधि द्वारा अरेखिक अवबल समीवरणों के थिद्ध 
करने की आवश्यकता पड़ती है । प्रस्तुत शोधपत्र में लेखकों ने एक प्रतिरोधरहित परिप््ष का विश्लेषण 
दिया है जिसमें एक अरेखिक धारित्र सामान्य प्रकृति वाले वाह्य आवर्ती बल के अन्तर्गत रहता है । 


हमने सक्सेना तथा कुशवाहाश का अनुसरण करते हुये गद्दी! तथा खान”! के परिणामों का 
सार्वीकरण किया है और जेकोबी बहुपदों का उपयोग सामान्य प्रकार के अरेखिक अवकल समीकरण का 
रेखिक आयाम आश्रित सन्निकट हल प्राप्त करने के लिये किया है 





** ६ 7 6, ४१)”॥(०७ /9)) | छा 

पर . || 54 परन्प्् पं / [ * ( [ ) 
जहाँ ४7 ॥(--)) गया #-फलन है और निम्न प्रकार 
| 24) फाक्स [2, 9. 408] हारा चलाबा गय की 


से परिभाषित है : 


9 (०५ ५) _ 7 [.. 
2५, ४ [2 ((89, ४9) )| 7५, ॥| 


(4, ९१), *००१ (६५ 9 ८३) 


(83५ ह 2 | (8५» 0) 





स्‍: ! | 

४४ 7(0/-/७) :/ 7(! -- 4 --८,5) 
है|  गन्न है 
3 2 मे मै. 2मी वशजन कल सिर धरे? . (["2( 
टकरा ५ है| 

डी 2((-१)-+:७)  7(४--०) 
है न च चंक ] 

जहाँ » शून्य के तुल्य नहीं है भौर रिक्त गुएानफल की विवेचना इकाई के रूप में दी जाती है | /#, 4, / 
तथा £ ऐसे पूर्णाक हैं कि | </#<4, 05/४९#9, ९/(#/स्‍5, ..., /), /॥(75--, ...,4) धन पूर्णांक हैं तथा 
ध(/र7, ..., 2) 2/(5-।, ..., 4) सम्मिश्र संख्यायें हैं । /« बार्नीज प्रकार का ऐसा उपयुक्त कंट्र है कि 
/(8/-//0)(/5, .... ४) के पोल £ के दाई ओर तथा 7(-०८;- ०|७)(/>॥. ..., )) के पोल बाई 
ओर पड़ें। वे सामान्य प्रारम्मिक प्रतिबन्ध जिनके अन्तरगंत (-]) का हल प्राप्त किया जा सकता है 
उन्हें / 50 पर ४+-४(4-]) तथा ४-0 के रूप में माना जा सकता है जहाँ ४(4--) गति का 
आयाम है । 


गति विज्ञान के कुछ प्रश्नों के लिये कतिपय सम्प्रयोग इस शोधपन्र के अन्त में दिये गये हैं । 
स्थिर गोले पर किसी गोले की गति जो मरे [6, 9. 303] द्वारा दी गई है तथा कतिपय अरखिया 
प्रणालियों के मुक्त दोलन जो पाइप्स [7, 9. 664] में प्राप्य हैं उनकी विवेचना की गई है । यही नहीं 
मरे तथा पाइप्स के परिणामों को संशोधित विया गया है । इसके छिय्रे निम्नलिखित »मौकरणों से 
आ। ४ की ४ न मान कर आ। ४ के लिये जैकोबी बहुपद का सन्निकट प्रयुक्त किया गया है 
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सन गज 9] 2४ + 2७ 005 १), (।"3) 

च् जा (4 | कर ( 

बे क 8 )7-- 2५० 005 8५४, -4) 
तथा >च्। ८० त ४+-००(७)१, ("5) 


जहाँ (:5) में ऋण &-अक्ष की दिशा में वेग है । 
अपनी शोधों में हमें निम्नांकरित सूत्रों की आवश्यकता होगी : 


ः ( पर ४)१( | ० न ि (2) प्र! ४ /( ] न 22)! 





(4५ ) हर] ४ 


(8५9 ०0) 
6+हि ए(]- 6 कझो) , /। (-- 0; ॥7),(0, %),((५५- ०»)) ४ 
ध्प आओ | ([8,: >को)(०7५--ै --॥-- | 77):(४, | हक 


१!8/) ] 0 
बशरतें कि ?# धन पर्णाक है, . ८0) »0, ५ | -- 2+- >> ।>0 /न्त, .3 0, <» -- ४ 
शर्ते कि ॥ घन पूर्णाक है, ) ५ हि (/ ) ह हि हा है 


$- 4 22० 4; "उप: 4 7>0 टन आललग्र0 तथा | शह (५ |<< 4 गार् 
गा वॉक 
परिणाम (-6) सिहर द्वारा प्राप्त एक नतन फल का प्रतिफल है [0, 0. 0] जिसमें £/ को 7 
० को --#, 3 को [+०, ७ को --८६+/--३. थे की |", ह को “ठ- ? ? को + 8 द्वारा प्रति- 
ब्रापित किया गया है और ,/' को जैकोबी बहुपदों में व्यक्त किया गया है । 
2. जकोबी बहुपद तथा रेखिक सन्निकटन : 


(९५ 


200... हँ ४१ 
प्रंकोद्दी बहुपदों को अ्रन्तराल (-4, 4) में मार फलन (7- 4 ) | - शी) के प्रति बहुपदी 


कु में (७, /)/> 
लाम्बिक के समुच्चय के रूप में परिभाषित किया जा सकता है | इससे ४, ५ ही प्राप्त होता है । 


ऐसे फलन /»), के लिये जो श्रच्तराल (--.4. ४) में जेकोबी बहुपदों के पदों में प्रसारित किया 
जा सकता है, हम 


(८। 


०. (८४, 3) तु ८ 


(९९ 
प्राप्त करते हैं जहाँ गर्णांक ८, को 


(९९, (8) | (42) एप (0 --30%| 30) 6४ 
५, /_- बम आज निमनििििल्‍ीनीनी (2 । 2) 


| | 5 | (--:)५( .] 20) 4: 
बज 
ह्वारा दिया जाता है । 
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यदि श्रेणी (2:4) द्वितीय पद के बाद खंडित हो जाय तो हमें एक रंखिक सन्निकटन प्राप्त होगा । 


लंका कह (2.3) 
जहाँ तारांकित से सन्निकटन सूचित किया गया है । 
3. जेकोबी बहुपदों का अरखिक अवकल समीकरण में सम्प्रयोग : 
इस अनुभाग में हम अरेखिक अवकल समीकरण 
४-00 5-२४४१६४), (3-) 


को हल करेंगे जिसमें रंखिक जकोबी बहुपदों की सहायता से अन्तराल (--.4, 4) में /.2) के सन्निकटी- 
करण से 


/)च्ब्म,' । 0 हल ] 








(0५95 ५)) 
(2-3) से हमें 
हा सी (७ !7 [(६५, हे __.(०, 8) ,.(०, |) थ्र) द (७, 2) पं 2) 3 
(न ० ५, 2 ला ) (8५, ते ) जल री (प्‌ ] हि । ) 
(०, /8) (6, 8)[6--/) , 2-+०--|) धर) 
४ 55 | 2 ह 7) 5 


प्राप्त होता है जहाँ 


2 (4७, ९५), (५ 0) 
५० शय [ 2 
हा हट स््डः |. |“ ; 720 ४ 7)) 


। | (6 * 0४] ([->)%[-->0)/ ५ 





(०0(! +->)%| -[- ४)8 (४ 


ह 7 (६/ » ०/)) थे 8 
८० | 
तथा जी [० [हवन 29) । 4५ /2)) | (2)(--%)% --2)/# वर 


| कु / (2)| ([-->)%([ -+-0)/ ४ 


ह++ उन न >लन+-नकतककभनक&०» काना ५४०५ +९०३॥४ ५ बछक+ मन * ५३ ७0७३/७७३८ ७४२७८ 4॥४६५७१ ०० ३५#+, 


परिणाम (-6) तथा [8, 9. 260] का उपयोग करने पर ज्ञात होता है कि 


(0, 9)_ 4(2-+- « -- 9) कि (के मर ( 8 727) ((4/॥, ९/)। | 5 
४. *०-जतपक हक का (७ 00 0०-8-, ७) ।” 03) 


(०, 8)_ ०(०--(१+3) 7(५-+-8-+-2) ..&, /+2 
गज 0 ० न . 7लुओ 77४५. ३2 |#४४ 





( 3, ४7) (0 !7),((१५, ८ )) । 
((8,, /9५)0), (०-०० --/--2, /#7) , ( हा 


(34) 
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0 को इसके सन्निकटन /,(0 द्वारा प्रतिस्थापित करने पर (3:) निम्नांकित प्रकार से परि- 
वर्तित हो जाता है : 


(८४, 2) ५ 3 | ० |-9) (४ /7() 
2 ८ गि हे 5 | (2 हे | |) ५] हे ५४०५४), (3-5( 


0 न 5 ॥ 9) ० 9 क 
या जाओ पलस-- (2 + ८ - 2) (7 9 । 9 । 4४४ (४/), (36) 
5 2+-०--|2) (०, /3) 2+०+ (6९, (3) 
(७, (8) (७, 8) 35 302 अं 
रु तथा 4; /! के मान क्रमशः (3-3) तथा (3-4) में दिये हुये हैं । 


(3:6) का सहल्निकट सामान्य हत प्रारम्भिक प्रतिब्रन्धों ४७०४(४4--). />50 पर ४४550 के 
अन्तगगंत 


(५. | 2) 4 १! | ८९ (्‌ 6६ “०० ्। ).4 १! ४ 
ता अं] पे-->- ॥7 48 जे ५0५ हर ++- ० हक 8 पी 
ज [4 4-- ) : (27०१7) [ हे ) 03 १४ (2]54॥/) ॥ | का ) 
46 हे 
| रा (8४) 8 १(॥/ -- ४) (४४ (38) 


द्वारा दिया जाता है जो श्रत्यन्त सामान्य सन्निकट हल है झौर (3-]) में /(४) के विभिन्न मान 
देने पर /(४) के संगत सामान्य हल निकाला जा सकता है। 


(3-) का बैद्युत सजात एक परिषथ द्वारा व्यक्त किया जा सकता है जिसमें रेखिक प्रेरक 
(70000) 2. रहता है जो अरेखिक संघारित्र तथा एक आवर्ती बिमव ४ /#(४) के साथ श्रेणीवद्ध 
रहता है। यदि संघान्त्ति की प्लेटों पर आवेश प्रथककरण <» हो तो गदे।! द्वारा प्राप्त परिषथ 
का शभ्रवकल समीकरण मा 

४. ४ (2) 7०7४ 7१४), (3-9) 
द्वारा दिया जाता है जहाँ /») अ्ररैश्चिक संघारित्र के आरपार विभव-ह्ास है। सामान्यतया /॥०0 


बोल्टता तथा श्रावेश के मध्य खींचे गये वक् के रूप में होता है जिसे संतृप्त वक्र कहते हैं । 


7(2) 
| "८ ८ 
“८८/22/० 
()() ()(, 72/7%/ 
(2 ० 
हज लत 
ज्यॉदिल 
(कमर! 


अरैखिक संघारित्र वाला प्रतिरोध रहित परिपथ 
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चुनने पर, तथा [[, 9. 434] और [8, 9. 5] की तहायता से औ४-फलन को साइन (ज्या) रूप में 
परिणत करने तथा स्थानान्तरित करने पर श्रवकल *!स मीकरण (/3) प्राप्त होता है अतः (32) से 
हमें ज्या श्ररेखिकता का सन्निकट प्राप्त होता है । 

संगत परिवर्तन करने पर (3-7) में »१ तथा »,१ के मान क्रमश: »,? तथा १४ में परिणत हो 
जाते हैं जहाँ 


2... 2/7०(०+१५-4) ,॥५ श] (-/, 2),(0, !) क्‍ 
”“+पिदपत कण ०4 80 ॥),0 8-०, 2.0, 2). ५॥ 


तथा 
बल, 8१/ गा 4 (७ 8 250 ] (“- 3, 2) | (4-2) 
78 आह-गाढछका) 75७ | (३५ ),(0, ),(--«-“/१--१, 2) ध् 
प्रारम्मिक प्रतिबन्ध के अन्तर्गत ५--.4, &--0, /--0 पर 
अतः (3.8) को सहायता से (-3) का सुधरा हुआ सन्निकट हल निम्न प्रकार होगा 


| बस & "टी थे 
&घत+ [4(4-॥)+- रा ( गण 2०, ) ०० १० - (५-०8) ( न | 
(५, 


(2नाण्न-0) ५. 99 (2--० + /8) 
2० 008 7 ४ व? .. सा 9 
न सा अब कक 9॥] %2(7--४) ८४, (4'9) 


उपयुक्त की ही भांति अग्नसर होने पर (3-8) से (।4) का हल प्राप्त किया जा सकता है। 


समाकल समीकरण ([-5) द्वारा ऐसी मुक्त रीति से कम्पनशील प्रणाली के लिये जिसकी अ्रव/न्‍्दन 
शक्ति वेग के वर्ग के समानुपाती है एक प्रकार की न्यूटनीय अवमन्दित गति चित्रित होती है । (०5) में 
(32) से ज्या अरेखिता का सब्निकिट मान प्रतिस्थापित करने पर 


| ) दएण 2).4 थे | हे 
0 कम ७ 0 (44) 


प्रथम सन्निकटन के लिये लघु पद «(४)१ की उपेक्षा कर सकते हैं जिससे इसका हल 


डक 4 
3/६००& 005 (%५7--/) -- 574 ( [_ 2] (45) 


प्राप्त होता है जहाँ #' तथा #' काल्पनिक स्थिरंक हे? 


द्वितीय सन्निकटन के लिये » के इस मान को लघु पद ०(&)* में रखने पर (4-4) की प्राप्ति 
होती है । गा ' ' 
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3] 
अंक शनशन + (226 0४-9४) ।०8१ ३9४ आय! (३४ +20, (46) 
या 
हक आन- दीप एक 0४ 7शीक 4 तु [०० (0४ +200].. (०) 


अतः (4-7) का सामान्च हल 


फ ०.- |2)/4 क्‍ 
370५ तन 005 (७४ 4-2) -- 074+6) ( [ 27, + 2 + “जम 008 (207 +-2.7) (4'8) 


होगा जहाँ £ तथा / स्थिरांकों को प्रारम्मिक प्रतिबन्धों ८5.4, ४550 7०0 पर की सहायता से 
सुनिश्चित किया जा सकता है । 


5. समीकरण (3-)) बलकृत अर खिक मन्दनरहित दोलनों को दर्शाता है । यदि हम ४८८0०, 
रखें तों समीकरण (3-) 





5 ई ( (/- | 
4) 4 2820 कि 8-०० 
हो | ( रथ, !! (्‌ ॥ | | 4 ४ (0५, ४) । () 


में समानीत हो जाता है जो मुक्त भ्ररेखिक मन्दनगरहित दोलनों को दर्शाता है । 


(० |) 


श्रतः (3-8) से (5.) का सन्निकट हल प्रारश्मिक प्रतिबन्धों :८४(४- ), ४-0 पर /550 
के अन्तगंत 


कक तक 6 7 अं िड म । (6-9) ( 22] )« 

कं [4 ( )+ (2५6 | ३8 ) 008 %-- (2: # (02) 
द्वारा दिया जाता है जहाँ » तथा », यही हैं जैसे कि (3-7) में । 

दोलन का सन्निकट काल 


है पे प्रा ( 
५ डे द्वारा दिया जाता है । >'3) 


6. विशिष्टट दशायें : 


() ६ब्क, धृलतकआान52, (5%9550,5-0, 05०), /८० ३, अ<4(/ - ), ७२६०७१५/० मानने पर 


तथा 9» ओर 9; के मानों में संगत परिवतंन करते पर गर्दे द्वारा दिये हुये ज्ञात फलों में समानीत होते हैं 
[3, /0. 77-4 8]. 


इसी प्रकार फलों [3, ७9. 9, (68); (7])] को प्राचलों के उपयुक्त चुनाव द्वारा (5-]) तथा 
(5.3) से प्राप्त किया जा सकता है । 
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ती) (5-) में #--, 45-7४२६2, /+5.7577095754, 8>5३, /४ २7 55.6(४--]) रखें, /-फलन' 
को ज्या रूप में समानीत करें, ज्या फलन के स्थान पर इसकी समतुल्य श्रेणी रखें और केवल प्रथम पद 
रहने दें तो हमें सामान्य आवर्ती गति के लिये परिणाम प्राप्त होता है । 


(#) #-फलन को ज्या रूप में वदलने के लिये (४) की ही भाँति अग्रसर होने पर और ज्या 
श्रेणी के पदों को >» तक रखने पर तथा & और १ के उपयुक्त गुणांक «४ चुनने पर (5-),(5-2) तथा 
(5-3) से समान परिणाम प्राप्त होते हैं [3. 9. , (3); 9. 2, (22) तथा (23)] । 


(9) म#-फलन को सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय श्रेणी के रूप में व्यवत करने और #(7)--००5 77 
चुनने पर (-) से खान जेसा परिणाम [5. 9. !9, (:])] प्राप्त किया जा सकता है। » तथा १ में 
ऐसा ही परिवर्तत करने पर (3-8) खान द्वारा दिया [3, 9, 94, (3:2)] गया फल प्राप्त होता है । 


(५) & 5, (5०४5-०2, /55.0 8५95-50, 8, ++ मै, ४552५ ८ १/ व) /(8)<5००४७/, ४554 (:४--) 
तथा तदनुसार » और »। को बदलने पर तथा (]-]) तथा (3-8) से हाल ही में खान द्वारा प्राप्त परि- 
णाम [5, 9, 9], (!-2); 9. 95, (4-3)] प्राप्त होता है । 


7. (0) स्थिर असमतल गोले पर गोले की गति के लिये रेखिक जेकोबी सपन्निकटन का 
सम्प्रयोग : 


एक गोला जिसकी त्रिज्या ८ तथा भार # है वह 8 त्रिज्या वाले एक स्थिर स्थल गोले के शीष 
पर टिका हुप्ना है । यदि स्थिर गोले को थोड़ा सा विस्थापित क्या जाता है जिससे कि वह दूसरे गाल 
पर नीचे फिसले बिना हिलता डुलता है तो ऐसे गोले की गति के लिये अरैखिक प्रणालियों में लैंगरेंज 
समीकरण [6, 9. 284, ((6)| का उपयोग करने पर हिलते डुलते समीकरणों को 


8245-६४, (7“|) 
4 बल्डे।7(६-- 8) श्र (#/८*( । ५9) डे (/ 7.2) 
7-7%8(६--७) ००5 #, (४3) 
के 52 े | 
तथा ४ ता 48) ० #, (7-4) 


हारा दिया जाता है जहाँ ४ तथा ४ सार्वीक्ृत निर्दशांक हैं, 7 तथा 7” हिलते डुलते गोले की क्रमश: गतिज 
ऊर्जा तथा स्थितिज ऊर्जा हैं। 


2 १7-78००४, /--४०८-०,८ 0, 85-क्े, (४5८ 4. ५०८८ - 7(७--४) १८४, रः(%-- ), (5-]) 


बदल कर (7-4) हो जाता है औ » तथा >, के मानों में संगत परिवतंव करने पर हमें (5-2) से (7-4) 
का सन्निकट हल प्राप्त होता है । 


जकोबी बहुपदों का सम्प्रयोग 


(० -“8)4 ( ७,* 9)4 68 
(2,। हट । सा बा! 
9 | (८ ) । 8) [ ढे )|०० १/ हे हक ना 
जहाँ 6 तथा 6, क्रमश: नीचे दी हुई विशिष्ट दशा के परिवर्तित मान हैं : 


(8 .-- 58 ११8 (0 | 2 । 
/. [4.4(6 | 0)/फा 2) | 





“7/3 2), (0, 2) 
),(0, ।),(--०----2, 2),(! ») 


तथा (7 १-८ 8१८ दरार (५८ कै (2 | 3) 7४ स्‍, 7 | (--), “) 


44(६ + 8) 0)7 (( ञः 2) 45 ), (0, ),(--०५--/१ -- । 9 2) 


(7-5) में दिये गये / के फलन के रूप में ७,, के इस मान के लिये (7-] ) से सीधे $ को प्राप्त 
किया जा सकता है और उसीसे ४ तथा ४ के मानों को (7-2) तथा (7-3) से प्राप्त कर सकते हैं । 


(0) यांत्रिक दोलायमान प्रणाली के लिये जिसमें कोई भार कमानी से संलग्न है रेखिक जेकोबी 
सन्निकटन का सम्प्रयोग : 


इस अवस्था में एसी प्रगाली के लिये मुक्त कम्पन का समीकरणा [7, 9. 664] 
९ | ॥४ | 0.४१ 5:००), (7:53) 


द्वारा दिया जाता है जहाँ ॥२ भार का जड़त्व बल, (४ 4-#:८४ क मानी का बल, तथा & भार की ऐसी 
तुलन प्रबस्था में मापा जाता है जब्र कम्पनों पर प्रतिबल न हो । 


(!']) में 0४ .. 0, (०5], धृः्ज/शन्न2, 795४, ८०), 68। पा, लत औस्ा(-।) रखने पर 
तथ //>फलन का ज्या रूप में व्यक्त करने के पश्चात ज्या श्रेणी के प्रसार के केवल दो पदों को लेने 


.. 0. [६ ८0) | ५ न (3-8) में 
पर तथा अच्त मे / ला एआवाउ7 7, मानने पर हमें (7-6) प्राप्त होता है। भ्रब (3-8) में 


श ५7 ॥77 
» तथा 9व के गानों में संगत परिवतंत करने पर (7:6) का हल > तथा / के पदों में प्राप्त फिया जा 
सकता है । 


निदंश 
[.. एडेल्यी, क०, ॥9065 ० पञा€छा9] ]77४0075, भाग [, सेकग्राहिल, 954. 
2. फाक्स, सी०, द्रांजे० असे० सेथ ० सोसा०, 96] , 98, 395-429. 
3. गदें, श्रार० एम०, प्रोसो० नेश० एक्रे० साइ'० इंडिया, 967. 39, ]५०. ॥, 09-20. 
4... वही, इंडियन जन ० प्योर एप्ला० फिजि०, 967, 5, )७०. !, 543-546. 


5. खान, भ्राई० ए०, प्रोसी० नेश० एके० साइं० इंडिया, 97], 4, ]५०. 3. 4, 9-200. 
6१ 5 
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बी० एम० श्रीवास्तव तथा फतेह सिंह 
मरे, आर० एस०, 96०7 थात॑ 20973 ० 7॥60दांएण ९०६7०, शाम पब्लिशिंग 
कम्पनी, न्‍्यूयार्क 
पाइप्स, एल० ए०, 39॥64 शिक्रीलाह085 07 शिह्।०थ$ ६7 ?॥9५30(४(8, मेक ग्रहिल 
न्यूयार्क, 958, द्वितीय संस्करण 
रेनविले, ई० डी०, 596०४ 9प7०४005, सेकमिलन, न्युूयार्क, [960. 


सक्सेना, आर० के० तथा कुशवाहा, आर० एस०, श्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 970, 40, 
0. 7 ५ 63-42 


सिह, एफ०, )) ०. $0०., 39, 972, 22, )९०. 2, 05-2- 


४ ][]3॥7॥3 797 5306 /।॥7७53॥63॥ ?30/।|९६ 
४0. ।9, ४० |, |॥१७३।/"/, ॥976, 792०५ 35-38 
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के० एस० सेवारिया 
राजकीय कालेज, जेसलमेर (राजस्थाम) 


| प्राप्त-- सितम्बर 8, ]975 ] 
सारांश 
पार्सवाल-गोल्डस्टीन प्रमेय का उपयोग नवीन समाकल प्राप्त करने के लिये किया गया है । 
08४42 


0 गरए्त 0एलक्ाणातं वराब26 ॥ शगवएट दक्राएईतगि, 7 कं, 5. 5०७४७, (70ए2९77०7/ 
(0॥0886, उ887787 (र०४0॥9॥7).- 


राह रिक्षाइल्ज्रदा "(006 ९0०॥ ॥98 96०९॥ प्र४०त0 0 00व॥7 ए७७ [०/274/., 
, विषय प्रवेश: 
संकेतन 9(/) :7 /0४) का प्रयोग लेप्लास परिवर्त 
१(/2) 57? हा 27// /(/) ०7. () 
को दिखाने के लिये प्रयुक्त किया जावेगा । 
“.. पासवाल-गोल्डस्टीन प्रमेय 
( #0020॥7 ४ | ४0१0) ८, (2) 


जहाँ ४(०) :४/६/) तथा ४५७): 8607) का प्रयोग निम्नांकित नवीन समाकल प्राप्त करने के लिये किया 
जावेगा । 


| एल #]] ॥,(]+» | --॥७ "०४ -“45/, --/०) 
गए 
2४३२; "टैब “कै 2/क) नाव, ७ 74%) 4 (3) 
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नल ()--०)87 4०१7 #, | हनी मं नीट॥७ ०७ 4 पीट क, | नी # ५ हर “9 रे | 
क्‍(१+92>0, ([(०-:4०)- (६/०, ::५-- . ..:-१/५,)) >:0. (3) 


3. उपपत्ति: 
यदि हम [, 9. 87 (43)] लें 
७४०7 (| [7, ,; (2८/थ१/१)] 
श्च्चा ै 


7(०+ २4) | (4६४४) 
| ध्च्न् 


अन्‍ननानहन, 
न्‍अललपलनकन 


एए+बन 77 [(+27)] 
कर्ण 


डे का 4: ६ 4, १ ५ 
है ५५ (० पट [ -ै+ 2॥<5 «००५ [ -+-2/</ 9 न ५००9५ हक (४) 
+-१(2), 2१(2)>0, 7(०--॥४)> 0, ॥/+- दा (को, 
के 
तथा [2] 
8, धड 7 
5० 2 0 8 यम 7) (5) 


>> _ 2“ ([+॥/2) द 
हे जश्गकन बार 4/(242९/2)5,(205/७) 


२॥(/०), 20(0)>0, 7([(8 -/- ०)१ -. 0. 
(2) में संक्रियात्मक युग्म (4) तथा (5) का प्रयोग करने पर 


॥ -०-3/-#-7 ध* 9 
7 4९ पक ९४५ (6 पं? 4--/,  +४; धर, -£7) 


0 (०-४; [+क >क | कैकिमर +हि+ ० “5 4: 
/3 
आए+/9 77 ए(+2/0] 


प्यार 
अनन्त 





८/2ह? 7(० +- १४) 77 (6/८7) 
हच्ण्यो 


५० | 
० टन न ँए,2बाएपण्ण॥ दामाद (ट07०) 4. 
म्न्ये 


() 
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चरों को बदलने पर यह निम्न रूप ग्रहण करता है : 
/» (५१ 
क्‍ त [7 /[+7 7 (9( | 0 0 “5५ || ६+%#; “+८5/, - 85%) 

| 
>४(०-- २४३ 44-2॥, .... 420; - 447, ..., -- ६,./) ० 
!॥ 

47( |) 77 [7(6+-2/0] 

८*् 


८४68” । (ध८४९)7५(०+ ४) 
श्च्ल्जै 


50 /2 
4 | [१०+१-#- वात [०,,। (26777 7)॥,(24/)72, (28/) ०४. 
0) ग््लों, 

दाहिने पक्ष में समाकल का मान कुछ संशोधनों सहित [3, 70. 02 (6)] निकालने पर तथा 
० ४४ को ३ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर (3) प्राप्त होगा । 


4. विशिष्ट दशा 


(3) में यदि 4 >0 तथा 
(2(6; 0, 2; ०, ॥') न्४३/ १ (6; ८६ ॥') 
का व्यवहार कर और 
ज 6 दें; )४%४९४१, 
तो हमें 


(26% ५ ह 
है हि |] "० ९"? ४, /५()े कं || | 2228 आर "+2॥४, » >> (.[, * ००० “““,,) /2(4 (0) 


(2-| ४») .. (९ 2 
स्मककोयडा हक [५ है | ४; | 2/4, -«.. 2४ 2/0 | ४“ (2 ००१७ ५7४ | ) 
/(१ | १) ०००0), [0९ | ( 2] - ९/ 4. -> ..« <८ ५/०,)*] >0 
प्राप्त होगा । 
(0) में ४? के स्थान पर £# तथा )-.9 के स्थान पर ० रखें तो हमें नवीन संक्रियात्मक प्रतिबिम्ब 
प्राप्त होता है: 


[7 --॥ ४2(+ ; [ न 2/९45 »१०७ || - 2॥५॥; 3 “6.], *+ ३५ --6,,7) (7) 
े" 7"(०) ४ । 44] (, 

9 गर्ल 47५ [2 03 ॥$ | «0४७ 5४ जा /४६) 0 हक जी ।। गा 
(०) :>७, #[७+-(५/०१--५/०,-- ... “5 ९/५५)१] > 0. 


विशेषतया जब ४7552 तो हमें प्रतिबिम्ब [[, 9. 223 (3)] प्राप्त होता है । 
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निर्देश 
. एडल्यी, ए० इत्यादि, 809]९8 ० [प्राध्शा॥ ए0॥४0775 भाग ॥ मेकग्राहिल न्यूयके / (934 
2. मललू, एच० बी०, पी-एच० डी० शोध प्रबन्ध, जोधपुर विश्वविद्यालय, [206 


3. सक्सेना, आर० के०, (०॥4 7 ७४780, 966, 70, 6-63 


४ ][]287723 ?9॥53 रत /7005५3॥4 ॥3॥ 3६0 7[|९4 
४०. |9, (३०. |, |॥8७9/५, 976, 7०४९६ 39-4% 


दो चरों वाले घ्र-फलन के लिये प्रसार सत्र तथा इसका सम्प्रयोग 


वाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गप्ता 
गणित विभाग, इंस्टीच्यूट आफ टेकनालाजी, बनारस हिन्दू यूनिवर्सिटी, वाराणसी 


[ प्राप्त--अक्ट्बर 2], 975 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपतन्र में दो चरों वाले -फलन के लिये एक प्रसाद सत्र की स्थापना की गई है और 
इसका उपयोग दो चरों बाले दो 2-फलनों के गुणनफल के अनन्त समाकल था ज्ञात करने के लिये किया 
गया है । 
(7४८९ 

है एजएशाऊंता णिणपौ कि लै-णालटाता 0 9० स्वांक्रोंटइ शातद 5 बाफ्ाट्याॉणा, 09 
एच, शत वात रि, ६ ५ एए७8, /१०॥6त शाव /ा।ला9[05 96607, ॥80प70० 0 60०॥0- 
[02५9, ऐ978$ क्राशातवप (एशएटाशा५, ४ध्ाधा09-5, 

[7 5 999छछ७' ए० 9५४९ 05809॥60 था 207एथ्याए097 079 07 /-पिलाणा 0० (एछ० 
श्ाएंक्रज०5 तारत 09 जाएयो बात 6फ््ञाक [8] ११ ]8५४९ प्र5९ते ॥ का गीतााए ॥8 एगि॥॥6 
॥/627क ० 970006 ० ॥90 /-पाएाए75 00॥49४० एक्ा980 88, 7॥॥6 छू0॥ा३॥0॥ 07709 ॥8$ 
गरा[70व7: 92608056 ॥ 00॥ए९७४ का /7-प्राढांणा एणी (७४० श्वा80]68 0 0 ए-पिाएांतणत ता 
9०76 श्ा06.. 76 |)97्रचणा 0्रापा॥ शांप्शा 09५ 50फ% [2] थात (0 76शा9 ०४४०॥8॥80 
7९2९0॥09 09 ६ ६07 [3] 876 एथाएंएप्ो8/ 098९४ ०0 0पा' ।2578. 


!. विषय प्रवेश: 
मित्तल तथा गुप्ता ने दो चरों वाले #-फलन को सांकेतिक रूप में निम्न प्रकार से परिभाषित 
क्रियाद्रेै: 
72१77) ] ((०५,; ०५१ “/3)) | 
29 4॥ (8५ $ 2075 00५, )/ ञ्र 


/7495 79 ((०,५ १/॥५)) (!-]) 
/225 हे (4, 00,)) 


773, ५) ((०/ ३: /58)) 
(0 43 (9३5 4५, )) 


ध(५ )) नस ( 


जहाँ 


जहाँ 


वाई० एन० प्रसाद तथा आरण० के० गुप्ता 
(5 | 
+ हक) |, |, ४७,॥ 8७) 00) # &; 
ग्रां ] 4.2 
ग गाय 27. /// ॥। 
$(७, 7) +- 2 /(8- ॥8--%8॥) 777(-०-+-«४-।-॥)[/7, 77५], 
शा री | 
772 (6. 
(5) ++ ४ (०-०७ ४ 7(-०+शछ)ओे7 7५], 
४ बद 
7723 |3 प़ 
00) 577 7(॥-790 | 7(-०।+ झा) ए]7 
कं. हि 0 4 | 
9] । /2 
(5 7 7(]-0४+/8+ 8), 77,७ ४ 7(०/-०:४-४॥/), 
शु+ए ॥१+% ह 
49 पर 2 7 4 ह 
एन 27 शत-०2+55), 75 27 7(०--)१७७), 7 7 (-./)-] 772), 
2+ ह !) | 4 | 


29 व्‌ 


28 
(5 ४ 7(०,--/४;/), 
हि 73-+- | ( ४ ४ / 


तथा ब्राचल का, का, काउ; का, ७ ॥33 733 23,203: 4५ 40, 45 इत्यादि!/ की भाँति परिभाषित हैं । 


जहाँ 


2. इस अनुभाग में हम मुख्य परिणामों को स्थापित करेंगे जो निम्न प्रकार हैं 


मह४7, ८८भु>क्र- "777 ३(७)(००४/)४ 


4 #नन्0 


(4५, बे 2 ॥]//' 9 ०/»]))5 (८/,५ १४५) ) (4, 4. ब हि । (पु ।/2 न 
०॥] १3 )$ +-०७ (६/।] “7/0॥/0 ५/।) 

(0 रः 2 %] 275 (%32)5 (4५, 9 09,)) 9 (0; +ा 9४ 9] 4०/2% 
0,8% ॥7 १) 9 ०५ (8५, 8 “49,207, ) + 


कथा 


(2-]) 


777+7772, ॥१+ 722 
ह् ए 
27295 4]743 हु 


/र्नः 
0 आआ  0(। ४(2,) चत/7 / (/ ॥2/) 2 7(।-- ८-2]; ) 


च्याइन- 7 


68 4607 | नल, 
रु । 40 जन व «हक 409) | ै 
० गबइ्नए 


बशर्तें कि 90 <7(//2))<8', | ध8 ८ |< 77४, ४०0, जहाँ 8 ल्चयशं। 7२ ( दा #5+2. ..॥7,, 


दो चरों वाले #-फलन के लिये प्रसार सूत्र तथा इसका सम्प्रयोग 4॥ 


| 
0 ज्वाधज 7२ । 2) )न्च 8.3, ४८ ८2 4/- 4 52,-- ८ ४9 


पक 078 -+7 

778 कर /१9 
( - 2 आआन-ओ 2[- » #,, 
7 220 प्‌ /// 2 


तथा /#(/५) में गामा-फलनों का अस्तित्व है । 
3, परिणाम की उपपत्ति 


दो चरों वाले 7-फलन को ट्विगण मेलिन-बार्नीज प्रकार के कंटर समाकल के रूप में व्यक्त 


करने पर 
77[03%₹ 5007 (4:7) | $(७, 7)0/(9)0,(7) कर वा. 
मं | 9(5)(8.४०)४ हा ) वि (७, 7)0,(/)(८.५/५)४ हे! धंड 
अरब ठ0ा |, (४, /20,(/)0(८४४)/ ८/ को एक चर वाले //-फलन के रूप में ग्राहण करने तथा इसके 


प्रसार को मुखर्जी तथा प्रसाद * द्वारा दिये गये सूत्र द्वारा लिखने पर अर्थात 


(८४, “४॥) | 





| 7 | 44 ॥ ते 
(, , 0॥॥. ध । द 
00 १ /20) १ (0 ५ |) | 
|) 7 2 
। ४4 /(७/--/०,) (४ /(--4| (-८।/ 
[ ४. बल, ह 
20066 +» हि ( । ) है कक 5 7 (०९ 
0 न ५ । | ँ 
थ। 0/-+॥/0) 4 (ध-५५/४०) 
8022 /" 
जहाँ »,(0+-१)/)॥, यदि 0, | /९(0५ 2४, ) ४:०0. 





| हरी आज अप) 
| १५ 

”) पा [/ | (४ । ( ५)(22८०) ! हल 5 0) | | श न 7 मम ल पट रत की कक 

४४ 2 4(-2/--9/59/2,) 


70१ “+ # 
॥। हे 


!] 
है /([ (| | ०|४+ “]/2)) ५ ४(/-- स्‍40,) ४ ४ (] ८; -+-४2॥/, | 


लुध। ० ०॥४०७>लै ।20/) . /र (]-०/॥ 4) ४. 7(०/--४४)) 


/ जय] | | /0/(/४। 


20 6 
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५ 7(8--.8/8--2:/,) 
मी पा ((०,)(८:८/)९, गन | 0) जम ली कब 
2 7 7(--8/48/5+2|/) 


क्या , 


(7 7(--4।+ वा ४-+४9/7)) 








कटा ला कक मल हक ( 85४०)/ (५ हे 
तु 7 
हे रब (ध|-- ०५४ “7 7//) 
उधुकर 
;। (,, 5392 हट । /ा (्‌ ) 
[ ( 77]7777 95 पति 89ै | (्‌ य, 7]7: 9 ४3) | 
को ० एड ॥(72(०४/) ह 
टव 7-० 27708, ९742 दे ' 
(0७३ 77 ॥२३(/5 3, ))5 


(८५, १/३2/5 (4, +] ३१ “कि करि/ १ ०,४] +7) 22 (4/। के “0।/2/ तर ५५] ) 
है 


((4/,, %५))+ (/#7+7 7 खींक्राकािर गीका थी 2" 00] 772070/5 07) 
बशतें कि (2-]) में कथित प्रतिबन्ध तुष्ठ हों । 
4. विशिष्ट दशायें : 
(0) #75577 550 मानने पर 


0) 


म्र[०%०, ८४४] 0(०,)(८०८४) ', 


। ((८/,१ १2 ) ॥। (4: ॥॥ ५७४ र्श 2 2/5 ०५) ) ] 


7779, ॥79 


(५,+63, 48४५7 | 07८ 3 (4') 


(५५५५ 99, ))५ (8५0, 9७४ 4,,] 75 3, )) | 
बशर्ते कि (2-) के उपयुक्त प्रतिबन्ध तुष्ट हों । 


(॥) /50, “, --] रखने पर तथा (4-) के प्रत्तरित रूप में ८->0 लेने पर 


४. (7) //६४॥-- ४;) 
॥ 7: [007 6%7 | 5 को >नव्ननल नल न नल 
प्ल्ओे0 4, 
7 7 (।-/)) / :(४)) 


हल 778 प- मम 


प्रो 72 (०४, 7/५))5 ((4/॥,, ०/,)/ द 
744५, + 03 (का (4'2) 


(4५५) 00,)॥5 (00९ 20, )। 
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(0) /(5 0, #१55४,८- ... २२४५२ | 7२४] ८२४१३५८० ... +8॥ १ 9777; 5 ... न२१/, न्‍२04 5८0५ न्‍+ 
आल ॥ 6864 कक लक 2 न 0] 57.0, 55 १ च्त8/, 57० ८८०७८. . "०/७॥/॥ 7०,३5०. -- ६: रखने पर 
तथा (4') के प्रसारित रूप में ८->0 लेने पर हमें गोयल का परिणाम [2, (-5)] प्राप्त होता है अर्थात्‌ 
| 0, 0) ) (६५, ) 

295 ५१. (0५3) 778 !8 
(४7 2(79)7< 70-४०) 
0९8 | 6 कह 82) | (०५,) ता जय 
शा ओ |; हट आए % 
29 4३ / | (2५७७) ८८४ (3 _ 28 
0 77, हि ॥ आह) 
4च73+7 


है सम धुन है ६ 


83०7 








/ 7273, ॥3 ] (८७,) 
ला 2, 


( 6 + ») 


दही 4-3 
ड ?2/70 १32/५॥ 02 8५) हि २4५ 
| (0५, )(4५,) 

बशर्तें कि /॥॥, /७2, ..., 88; ९५.5, ..., ?& पूर्णाक न हों तथा (4-3) का बाम पक्ष दो चरों वाला 


(-फलन हो । 


5. सम्प्रयोग : 


माना कि 7,*[#/ ४०, ०'४/०] को हम दो चरों वाले //-फलन के रूप में परिभाषित करते हैं 
जहाँ (.!) में प्रत्येक प्राचल अपने डंशों के द्वारा प्रतिस्थापित हो जाता है तथा #%,55४१ ८६0 । तब 
सूत्र (5-3) का उपयोग करके अनन्त समाकश्न प्राप्त करते हैं जिसमें दो चरों वाले दो /-फलनों का 
गुणनफल सनचिहित रहता है भर्थात्‌ 


| है 2१% ४ [0007,62/] प्रा [9 6०९, ८४४१] 4४ (5-4) 
0 





0 3 | आह 
588 ४० ( / हर 
प्‌ का के 54 0 ५५ 


सर 


(०५५५ 2%9)) ((4#४/774/,2/2 ५/))/)].. ॥ 
[037९ आए धर; 





+ 90% ॥70 
2६ ४, 2/0+» (8 | (] 837 | 
(4५ ५ १0,2/(0॥,5 40,2 /07)/ 


बशर्तें क्रि (2') में दिये गये प्रततिबन्ध तुष्ट हो । अब राम” के ज्ञात समाकल का सदुपयोग करने पर 
अर्थात्‌ 


(4 है 4! का (2 


| बा । 77, ४ । 49० । 7, [837, ८०८४] त( (5*2) 
0 ५ 


((0 ५ /0)) 
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वि 


| / 2 !ए /ः ध दि न्‍ ॥॒ , 
| पा (-8५ - ५ ५ ५ ह9 ५ 4 (40,३ ०.७ 4#१)) | 
रा +4, 4]+/ 











| 09 
+ / || ४” स्‍(टि ! । ३ आय 
(7 प्र 4५ 27% 6५; हम ० ॥ १ हे ०५)) (8५, 3 //,* 4 |) । । दा 
घ्स्ड धर [0 तर | । | 
6 ! | (८५.५ १४५) 
225. ६५2 ((०५,५ 0५, ) । 
रा >.] (०,, 2७.) ६।० । 
| ५०3५ 43 (६३ /4.)3 । 


बशतें कि ०, 9, /7>0, [्विा2 4 |<उमेग, 2०0, 40, +(०--००+-॥० +-/79):>0, (७-०१ -+-॥)/ 
790)<0 जहाँ 8, 8', », & 8, », को निम्नांकित समीकरणों द्वारा दिया जाता है 


कवि | 2,--) . 
० जया 7(4॥/9)), ॥-, ..., #४; 2 --785 ९ (हि -+], ,.., 72; (७3) 
४ 


3 तथा 8 को समीकरण (22) द्वारा प्रदक्षित करते हैं, तो (5:, का दायाँ पक्ष (5-4) में समानीत 
हो जाता है: 





| 3-7 प्र, [8४", ८४८] प्रा [0४७१ ४४७४४ ४ (»'+) 
0 
हक मा की 
है |! ३2 
। ९ #72 ) (व /0 % /९५ ४ /']))+ 
शिनिकान पक व +20+82/ (2 ५,: 869५, 2 4))- 
का] (०५७० १४४०) 
(2 25 4५ | (4 ५,, 0 ८१४) 
(648 ] ((८ 0०३१ ४ / ९.) 
(299 48 ((/ 0७ ४ ०५, )) 





हि __ 277 /2/ ० | न (6 (24 8 / श हु 
(( 22 ० 5 00.5 सा 0५,: हि) 00,))3 हा -“709-/ 2, 2; ध््् 5 > “ | (१7 | 


/ / 
0 ५ ५ 
हां 20,5 ४ 04 )) 


| ँ 
0 | तल 
के / + ) “| /४/) 
222 ] को 272 कै ः १/४५)) श्र ॥ ] अकपअ अल ०/| ; | मु रे ॥१| / लल हक (० (2, 2! हा ेु ( हे 
( ' है 


0 ८5 2 लक 


| 
ह (४ ) 
क ०/७ “- 4/)) 
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जहाँ 
7 77॥...700)) 7९ 
। 27 ग(॥-- 7) ४ 7(--०। +4॥9) 
0] ४ *! थ के हा है ह & 
(2) प्रा0- /प तथा (/(०,) ३ हे हि पु जज. कह अमर हा टन नी हे ताणाइनल- है | (हक हट कैट पन्‍ली/कककननन न न्‍ 
न ५; हग 6; ५ प्र 
धर 7([--/]+ ५७६ , ए/ 7(७४/--२४।७,) 
इक ह्) 3 4 


बशतें कि ०, ०, |, /« 7०0, | ॥8 2 |<३)२४, ३००0, 40, 

२(० ->06/ न- (2 न 60, / न /)>0: /२(० रश ०%* बट ०॥ के ठ // रो बने ०४ /) < 0, 
जहाँ ०, »' को समीकरण (53) द्वारा, 9 और ० को (2.2| द्वारा तथा «७, 2 »', 6” को उपयुक्त 
समीकरणों में प्राचलों में दोतों ओर एक और डश रख कर प्राप्त किया जाता है । 


क्‍ 7, हा ४. (8 ५१ 8) 
| भाह 9 | दिडपा, परत +ौ] के बाल * कि 0) < 0 #। + | %|, (७5) 
गे, | 4 ॥9 +.. ॥ ॥8+ +. 
!१] ५]. ! 03 (१५ पर (2४ प्र 
[ धाए ८ | यु, ऐिका +ौ जीन खान <« #।  थ # [आओ हद, (5'6) 
4. 5» जय ॥। 09... 8 [83887 


च्करेश कि, | बा ८ | वए क्र, जहाँ ॥, ।/ को (5-5) तथा (5.0) के प्राचलों में डेश रखने से 





| 88 0" 
प्राप्त होता है । 
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मुखर्जी, एस० एन० तथा प्रसाद, वाई० एन०, मंथ ० एजुकेशन, 972, 553, 5-]2 


छा एप ४ ४०. [> 


रा७, एस० डी०, इंडि० जनें० प्योर० ऐप्लाइड सेथ ० (प्रकाशनाधीन ) 


व [ा43 237 [5॥9व /॥७5३॥ 0[3॥ ?३8६॥[[८३ 
४०]. |9, ४०. |, |भा५७/५, [976, 28६०५ 47-49 


ट्रेप पु्रित सीमित डायोड में तप्त वाहकों का प्रभाव 


वाई० के० शर्मा 
भौतिकी विभाग, आर० बी० एस० कालेज, आगरा 


[ प्राप्त--नवम्बर 2], 975 ] 
सारांश 


ट्रेप पूरित सीमित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत तप्त बाहकों के प्रभाव-क्षेत्र में कार्यशील इन्सुलेटर के 
लिये धारा घनत्व तथा वोल्टता के लिये यथार्थ वेश्लेषिक़ हल प्रस्तुत किया गया है । 


कदर 9८ 


छिीलिट ए गए साएाएएड से तील (एक) शिरत काणा।४४ 0035, 29 ४५. ९, $॥8079 , 
क्‍2९030पएगणा। 6 ?श9५9808, 7२, 0. 5. (0।08०, 3279. 


लए छा क्ाबशाए 80प007 0 ही ठ0णथा वाआए श्ात ए0/9826 ०एी (6 708प907 


079० क्षात्रह | 00 ठक्षापरश्ा8 762ं॥8 ॥8५98 फछझलला शाए्शा प्रात 6 099 गलत गत 
००॥0॥,५६ 75. 


वेज्ञानिक तथा प्रौद्योगिक विकास में ठोस अवस्था के डायोडों! 77४) में घारा-निवेशन एक महत्तपुर्ण 
घटना है । हाल ही में लेखक ने शोर ताप ४! तथा अंशांकन नियम ) के लिये तप्त वाहक प्रमाव पर 
विचार किया है। यहाँपर विमाहीन चरों ४;, » तथा ॥४४ के रूप में घारा धतत्व तथ .वोल्टता के मान 
परिगणितर किये गये हैं । 


ऐसी परिस्थिति पर विचार करें जिसमें ट्रेपों का एक ही सम्‌च्चय .ं; ऊर्जास्तर ४, पर अवस्थित 
हैं श्रौर सभी ट्रंव वोल्टता प्रयुक्त करने के पूर्व भरे हुये हैं । घारा प्राह तथा प्वायसाँ नियम सम्बन्धी 
समीकरण निम्नवत हैं /? *) 


ः2 ॥(72)४(22) £४ (|) () 
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द्थं पं 280 
तथा हा बंए भ््म्म न ( ४५ ) 


जहाँ ४) उच्च क्षेत्र गतिशीलता है और ४] से पता चलता है कि 
च्ोष् (८३ ६ ) 
(४ ) (0 कप (0 (., 
जहाँ /७ निम्न क्षेत्र गतिशीलता है, 20 क्रान्तिक बचत क्षेत्र है जो /!) से परिभाषित है और 2£(») » दे 
प्र वद्युत क्षेत्र है । 


विमाहीन चरों को निम्न प्रकार से चना जा सकता है, 








बन _200०४४0०0%8 ५,०१४ ७०५८४ (७) 
8४ जतत रथ ०) ४८४ /४£(0 
की ८४ 5५०7 2८7 (2) 
तथा के हा -€६म्ज्तत 
विमाहीन चरों के रूप में, अवकल समीकरण को समीकरण (2) तथा (4) से प्राप्त किया जा सकता है 
20/* ध्र॥; ९ 
| है अर विकद अल मिई पक 2 
बह ध्रीए॥/- #१ बरं॥; 0) (.)) 
जिसका हल 
रे 46, _ (( [ | ॥//) ' 
॥४/ जे 25 +- शद्य| (0 ) 


समीकरण (-5) से विभाहीन चरों 77 को निम्त प्रकार से व्यक्त किया जाता है 


] 
9५ न प [मा [00 वी; -+- ॥॥ #ए।] 


__0 [6 ४ +4 _[7 | [08 (-- ४.) पा 
का | 8, % अत, | रा 


धारा घनत्व / तथा वोल्टता 2 के माव समीकरण () तथा (4) से प्राप्त किये जाते हैं 





7223 ८20८ ७०:£#८7 ् [ ०४१४5 $%/८ ४) 
रपट न है श शिय अंिि>--+++« ०... । 
[6६ घ/८/0८' €. ॥%53/, 


जहाँ पादाक्षर ८>₹"7. के संगत है। ४/५ के किसी दिये हुये मान के लिये हम क्रमश: समीकरण (6) 
तथा (7) से ॥४ तथा 77 के मान निकालते हैं जिन्हें समीकरण (8) में प्रतिस्थापित करने से धारा धनत्व 


तथा वोल्टता प्राप्त होता है । प्वायसां समीकरण (2) में ५ की उपस्थिति के फलस्वरूप घारा-बोह्टता 
लक्षणों के ज्ञात करने की कोई अन्य यथार्थ विधि नहीं है । 


९४।[373 ?97/5॥3व वें /(0593]<]3॥ ?30॥/९ 8 
४०। 9, [३० |, |आ०७०४//, |976, 79885 5[-56 


अष्टि के रूप में परावलयी सिलिडर फलन वाले संवलयथी परिवतें 


छ्च्च 5 एल 0 गुप्त 
राजकीय इंजीनियरी कालेज, उज्जेन 


| प्राप्त--अक्टूबर 2, 974 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्न में अष्टि के रूप में परावलथी सिलिडर फनत वाले दो संवलयी परिवर्तो का 


प्रतिल्लोमन प्राप्त किया गया है। इस प्रकार से प्राप्त फलों को अन्य समाकलों के गान ज्ञात करने में 
व्यवहृत किया गया है | धंरके लिग्रे विडर की विधि भ्रयुक्त की गई है । 
(0572९ 
(9 ००ाएणाएप्णा एक्षार्श0ाग्रा$ 90 ए॥९ एशशें?०ॉा९ टरशशवेश' पिा2(0ा 88 (॥8 एशआाएं,. 89 
न. 7.. 00098, (000एथपरश०ा शिड्ंगर९शणाह8 (.0॥626, 0]]थां7. 


[0 [॥0 [#08ण० (807 ए९ 0 ्षा ५७80 09० 00०7ए०एा०णा पक्यार्श078 गरए0ए- 
गरह एकाब000. 0च्रगातेष्ष फालाएणा 88 6 ६९०76... ॥8 76४७४ 09466 &7/९ िपीश 
80006 ॥॥ ९फ्शपकाा।३ 0४क॥ गाल्टा'88,.. 6 ॥राढा00 8009066 8 08 806७ 88 ऐी्थ र्णाः 
१७त00७7, 

.. विषय प्रवेश 


विडर 7) ने लैप्लास परिवर्तों के सम्प्रयोग से लागेर बहुपदी वाले परिव्त का प्रतिलोमन प्राप्त 
किया । इसी विधि के द्वारा भारतीय 2»), खांडकर /, रुसिया !!, भोंसले 7 तथा सिंह! ने कुछ 
संवलयी परिवर्तों के प्रतिलोमन प्राप्त किये जितकी अष्टियां अन्य बहुपद या फलन हैं । भ्रस्तुत शोध पत्र 
में भ्रष्टि के रूप में परावलयी सिलिंडर फलन वाले दो संवलयी परिवर्तों का प्रतिनोम॑न प्राप्त किया 
गया है । 

2. उपपत्ति के लिये आवश्यक फल 


हम लेप्लास परिवत॑ं 
/(7)-+ | ८:१४ (7) 4/, 2१८०-००, को 
न 


52 एच० एल० गुप्त 
#9)-74/0)) या #) #/ (0). (2'() 


द्वारा व्यक्त करेंगे । 
[9, 9. 29, 9. 3, 9. 44, 9. 20, 0. 27, 7. 238] से 


7" ४) >//०(४), बशरतें कि /(0)-:(0)7--- (22) 
न्न्ज् १- 3 (0) ८ () 
#9+-4) कं ४४ (0). (2'3) 
8७0) - 7/(205 | /॥00 -/४(/--%) 4४ (2-4) 
जहाँ (9) है90) तथा #9५) 597 
2७)(9+4)7/ क्वाशए , 2८४, 7१2९9 :>--१४ 4. 00) 


(--2)/2/४+ ३)(2- $) (2 + $) 77 <- ;77/१0), , (27/॥7/8), /१९ /:- > १. (26) 
( कल 2)077 नि 3/2)(४ कई 2)79-- 2) “70-“४ /2 ..... /), हा (27 (3805६ ९९/) शक ठे (2 7) 
/(५)/५-९०(७ -- 0)५ 7१४१ , ,/, (०; 9; १४), (९ %:>0, 


१९ 972>0, २८ 0७0. (2'8) 


| + ॥। 2 
पी तप कट जी किक तह 


-३०४%), 2४ (४. ०0. (2-9) 


(2-3) से (29) तक के सम्बन्धों का प्रयोग करने पर 


(-2 . 76+39)9- 7 . कहर 2 , 70. 0,,(2//थ70),.. (2-0) 


(-2272(--3/2)(0--)7%7४7४/2 < ८१८४ /), , . (205/7/2) , 9 88] 
चछ+$)/7(४9-)-6 ह्र/श7/2 | 477, (४; ४-3; ॥/). (2'[2) 





5 ] /!१--३/2 74 
27#77/4( 08... | )-४ < हिट) 7489 (; #/2-$ ै/2 +$ 477): 


27३४. (2'3) 


हमें एक प्रसिद्ध फल 
(४2 +74)/(:)5-९०५०/०४०९/१०), (2-]4) 


भ्रष्टि के रूप में परावलयी सिलिडर फलन वाले मंवलयी परिवत॑ 
प्राप्त है जहाँ 05:4/५०-. 
3. प्रमेय : 
माना कि 


() # घन पूर्णाक है । 


>3 


(0) /४+)(७) खण्डशः संतत है यदि 0&%< ६ << ००, तथा /00(0) --0 यदि 0</<#. 


तो परिवतत 
ह। 
0 5- €॥20-४) | (४--/)-०7/१ 0, (274१४ -- /)7/2)2(४) ८. 
« 0 
का प्रतिलोमन 


(--2)-० (/ पा 
9(/ ) सत “५45 ज+++-++_ [.... )!)7 / , 7५ 7: 2 3. 5 23 के 
8005 फछयज़ | 07076 "कर फप हक के (० 


[((4/4०)४१/0)] ०१, 


उपपत्ति 


माना कि 6(/)%&(/), संवलयी प्रमेय (2-4) से (3-) तथा (2-0) के सम्प्रयोग से 
(2) (-०2)77% +-३)(9--)%, क7#77/३ , (०(/). 
पदों में थोड़ा सा समंजन करने पर 


( जद 2) + 4 


2४) छ्ाक्ा 


[7 ह+-3)/77/4४ -- )77] [#४7 /(/)]. 


(3 ) 


(3-2) 


(3-3) 


(34) 


(34) का व्युक्रम प्राप्त करने पर तथा (2:2), (2-4) और (2:2) का सम्प्रयोग करने पर हमें 


परिवर्त (3-.) का प्रतिलोमन (3:2) के रूप में प्राप्त होता है । 
प्रमेय ॥] : 


माना कि 


(0) » एक धन पूर्णांक है । 


(॥) /(४+१() खण्डश: संतत है यदि 05.८ > <: ००, तथा /0९७(0)-:0 यदि 0&%ऋ<४--, 


तो परिवत 


“00% |. ह॥#-72,५,[27(5४-7)77) 86) #. 


(3.5) 


व एच० एल० मुप्त 
 प्रतिलोमत 


कल 2) 8 श ! ३ े | हि 
8) फ ५ जिया) | (/-9)४7/9 | का 8; #+ 3; (7--)0] . [(४/40)४४75/(७) | ८7०. ४30) 


इस प्रमेय को भी (2:) के सम्प्रयोग से उपयेक्त विधि से सिद्ध क्रिया जा तकता है । 
प्रसेय वा] : 
माना कि 
() # एक धन पुर्णा 5 है । 
(7) (ब/क्ठए् (० 2) सण्ब्शः संतत है यदि 
05: ४< 37 < ०0, तथा 70) ७७४ (0)  «.. 


नह (॥४-2(0) --0, 


तो परिवर्त (3-) का प्रतिलोमन होगा : 


8005 हक्रपपू 7 कट | (/-.977 7 .70 [0 #2- क टन 4) 4(/ 770१7] 
8४० - [(/47)7००/७)] _.... 0.7) 


घ्यान देते की बात यह है कि यह फल प्रमेय / की तुलना में भिन्न किन्तु कम कठोर प्रतिबन्धों 
के अ्न्तगंत अपेक्षित है । 


उपपत्ति 
सम्ऊ्न्ध (3-3) को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है: 


(0-कदयदु) 000297-- मा छ+ 07), (3-8) 


(3-8) का प्रतिलामन करने तथा सम्बन्ध (2-2), (2:4), (2:3) और (2-4) का उपयोग करने 
पर विभिन्न प्रतिबिम्ब-समुच्चयों के भ्रन्तर्गत हमें परिवतते (3-4) का प्रतिलोमन (3-7) के झूप भें प्राप्त 
होता है। 


4. सम्ताकल: 


इस अनुभाग में हम उपयक्त तीन प्रमेयों का उपयोग निम्नांकित समाकलों के मान ज्ञात करने 
के लिये करंगे : 


अष्टि के रूप में परावलयी सिलिडर फलन वाले संवलयी परिवर्त 55 
रत ह/ द 
| 0 (7 29"7#6 . 6 &; # + 95 (-3)] - (ब।)०7 , 2५७ ४, , | (2४/+१०)] ०). (4:) 
ना(-2)77% +-3/2) . 7४-३3). 
५ 
|; (7० 39777 (&] [ब] ३83 (४--2)][(/८))"०२१%७५ ४, ८६%. (4"2) 


“07/3/2)/(0 9) ,, हिना 
4 (7) 


| #-०)0+68 , उ#, जाए आ2-क #2+३, ३-3) थ . ७? 
- [((4/६70)7 . 2४४७३), , ,  (27/297 (॥] 49. (4-3) 
 ++(--2)7/(४--३)7७ +3/2), जहाँ #--, 2, 3, 
उपपत्ति 
हम ज्ञात है कि तत्समक 


है जद न । / ४ 
[(-9ब७ ३) गा) 0 - व | /2(-2प७॥-3/2). /-)९/"थण,.. (६-4) 


(44) में (2.5), (2:6) तथा (2-7) को व्यवहृत करने पर 
[शाह 78 0, , (27/8 ॥7/)) . /()5-/(#+ ३) . 2.(४/४ /,, , , (27/2/7/0), (45) 
(4-5) में संवलयी प्रमेय (2-4) व्यवहृत करने पर 
हा 223०0 , (७ -॥)7/%,, (220 7) 6/<5]/6 |9) . €/॥१९),, | (27/8 50/0),... (4-6) 
फल (4-6) को तुलना (3-) से करने पर 
80) *54 तथा (3) 5०/#--३ . ७४%), (27/१5॥9), 


(3-2) तथा (3-7) में ॥:८) तथा 8४6) के मान प्रतिस्थापित करने तथा सरल करने पर समाकल 
(4.) तथा (4-3) प्राप्त होते हैं । 


इसी प्रकार से निम्तांकित तत्समक के व्यवहार से समाकल (4-2) प्राप्त किया जा सकता है । 
[(-2पाक 432) / दे | 700/#७-॥)" (4-7) 


[८ ८4 
“(-2'0) [| 


56 30033 2 2 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक गणित के प्रोफेसर ७7० के० सी० रुसिया का अत्यन्त आमारी है जिन्होंने इस शोध पत्र 
की तैयारी में मार्गदर्शव किया । 


निदश 
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3. वही, जने० इंडि० संथ० सोसा० (न्यूसिरोज), 964, 28 (3, 4) 
4. वही, अमे० सेथ० मंथली, 967, 74(), 38 


>- खांडेकर, पी० आर०, 3. 9वशव्रागाबंवुए०३, ?िपा58 6. /70.7स्‍07९९४ १६, 965, 44, 
95-97/ 


6. रुसिया, के० सी०, सेथमेटिका जेपोनिका, 966, 2 
7. भोंसले, बी० सी०, गरियत, 966, ॥7 (2) 
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9... एडेल्यी, ए०, प४७68 जी पाव्हाओं पाश्याशणागा5, भाग ), 954, सेकग्राहिल, न्‍्यूया्क 


४।]|॥37॥93 ?४०5॥ 26 #70७६5३॥०6॥ 2॥ ?४६७]|४ 
४०. 9, ४०. |, ॥आ097५ ।976, २७2९५ 57-70 


“* फलन के प्रसार प्रमेय 


एस० के गोस्वामी तथा ए० एन० गोयल 
गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[प्राप्त--जनवरी ]9,974 ] 


सारांश 


हे प्रस्तुत प्रपत्र एक पूर्ववर्ती अपत्न के क्रम में है। इसमें 0* फलन के ग्यारह और प्रसार प्रमेय दिये 
गये हैं | शर्मा 5 (५,)) तथा अग्रवाल 6 (४,)) फलनों में प्राप्य प्रसार प्रभेयों को विशिष्ट दशाओं के रूप 
में प्राप्त किया गया है । 
6787८ 


[>फथाऊंण वाएगलाड त॑ 0४ पिलांगा,. 89 ४, ॥(, 50890 क्ाव 8. ४, 0098४, 
(6एथ्ाएाला। ठा शचतटाक्वा0, एजाए्लभं।५ ० १०]०99098॥, ांफप. 


6 छा2इशा। 04७९7 75 व ठरागपद्रांग जी था स्का: एब००० 99 (0098फ्थाग, (प्रद्वापाए९१ 
बाते (5098 (97/), श॒6एला ग्राण० कफ़थ्याशंणा 0028 ० #* पिला०णा 88 डांस्था ॥08. 
बग8 काएश्ाओंता (60508  शिकाा। ७(5, 9) (965 ०2) भाव 8४४) 6(४, )) (965 ४) 
चि।008 ० 98 ठ69थ्र॥९6 88 एक्षायंगािः 088९5 0 (06 9768९॥ 9९9/8207. 


“* (४, 9) फलन को चतुर्वेदी तथा गोयल (972) ने निम्न प्रकार से परिभाषित किया है 
[७5५ %)) 5 (१५, + 8५0) 

(०७३० १५३ 7 (०, दे) 

(((2/,) १५७)) + (५३१ /५३))) | 


छः | ऐप) > 777५" 7, 7 087 !2] 


» २3 


?7 , प: ; ?,2५४ : 23 


॥ 7(6/-०४+ गया 7(-त+090) 2 7(4|-8|) 7 7(]--०+)॥/) 


॥॥ ५३ १.४० नाक 2करयककाआ॥ ४0७१0) ॥0/ 68 पथ थ हक । हीप॥॥ है ३ 03) 20॥५. 749० 440 0॥॥॥#/॥॥४ 7० यम क्ाएतविक७२ 2५ ज॥, ०/०१३७॥॥१४९४ ३४६७५ /९४ ४४/५७३॥०८।९७५-४४७॥४५+ ४७५५ ५१०) '३॥॥+88॥* २4 सक पते ४800३ ५१४० पाक] ्४०0भा5ा ५३0 काका कक इक 2३ /घ0 आहत कल शतक एभाए कक ( कप १ मत कक । 


(247 )* री ॥ ३ 
प 7(--०-०७- वा) या 7(/+शिर्नमिर रो 7-० को हा 7(- ० + थे 


गरन्या। १7"7. ७, 
0 
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8 , 
( 7(/--॥0॥) २7 (४ 
ं यो थ न 


किम मिलिलिी मिलनी न ली जी जनक की जल बल जल घन ाल क .०.। ०१5 १ मं अं आरा ं/४४४७७७७७७७७॥४ ८७०४७ ३ आज आह 


है गए! मे, ॥( 7 । ७॥/ 
है 200 /0 हु हि |. 


जहां समस्त ०, 8 », 9, 2, | धनात्मक हैं । 7.., 7५ तथा ४ और +# पलों पर उपयुक्त शंहर जो 
प्रपने लूपों सहित --7०० से +-7०० तक फैले हैं और आवश्यकता पड़ने पर भश्वस्त फराते हैं 


(4-०; ७); 


+], 2, ...,7घ के पोल 2, के दाहिनी ओर तथा 7(--८- १७),/55॥ 2, -. हाक्क (47-०७ 
-०४), / का , 23 «७ हित के पोल बाई ओर पढड़ें। ॥(॥ 7 ु/), /च्च, 2 «जी पोल 7. के 
दाहिनी ओर तथा 7(--०४+) तु), /कत 3 5७ 7४७ के पोल और एव | «४१ -०॥४),./ + । 2 ५7! 
के पोल कंट्र 208 के बाई ओर पड़े । आगे भी धन पूरक /23 7? 73 7]; 779$ 78; 0, (५५ (७ #:.3 /॥ 
निम्नांकित असमिकाओं की तुष्टि करते हैं । 

4, 4३००; 77% प/८ 0; 05-.874, 77५, 27783, 22, 7;":. 2, 723, /235 (+४ (8 
7254 "4535 727" 2087. .4 | १५ 
जहाँ ०, 8, %, 3, », ॥ क्ैमशः ७, /) %, 0,)॥: ।५ में से सबसे बड़े हैं । ७८50, #रूट) के मानों को अपेक्षा 
की गई है । यह फलन वेश्लेषिक होगा जब 


कम 


070 (१, )(/,.. 0५ 
[भा ९ | (का [१५१५ | 097, रा ०२] “2! कोड; पा 


2(ब्मा न-१0फ (909) >(५१:+-)४५ |7व74409) 


॒ ध/... 0५३ की 
क्षाहए | का मै, |॥५.7 9 |.9.... ॥ ,. 7 78 7 
| | धर ५ त | है है # की, 


हज. ही 
2(व्का हज गी थाइ) ० (//। पी ह॥३ | 04 | /4५) (४7) 


(.) के बाम पक्ष को इसके बाद से 4४(७, 9) के रूप में जिखा जावेगा यदि प्राचल दिये 
हुए हैं । 


2. संकेतन तथा ज्ञात फल 


अं (व 0१ ॥2/267 ॥0क्‍28 2 ॥20)0 ॥4200/ | हे | 


[]१ (; (१9440, 4, 4.07 !! ३ हर 4 । (0 । ॥! | 


4 फलन के प्रसार प्रमेय' 
[(((५,+ ०/३)) + ((04,५ /4)2] 

0) [(७(७; ०-7), ) (0(9; ०-7३ #), ((2०/७५ ११७०) (20५(४४ श-7% /) 
| (/७४(१; ०-7)/): (0(०; / - 6790) । 
(/(०; ० "कप, 70); (बंवं७ 0430), (५५(० 0 -777)5 सि७ (2) (0३ ०-१) /प] । 
[((/५ (५; 09- 7५), 80) (2५ (+; ०8० 7३)2%) (०: ७ १३७)))+ (/५ (९; 77-79): /9) (:५((3 ०2 -“-772):79): 

(/५ (३; 88-79), /9), (2५ (९, ०४--7३)/%)+ (६३९ /१9)5 (20 (९; ? ४८ ?३):/%) 

(0 (4, ०३ -7/8)+ है 


की इसके बाद 








/ |-+),/) (( 3), मा 








--ह)% (६ 9); (8(0 [7 |>यपोजंणे: 





(80७४५ |; 
(04 |0 - ६), 9 ( 9 (06 
(४.39, 0), ( 9 (0७" | 9-7 | 


$ 





क्र ) ? / ») 





( 9 ( (९ रे 








+ रूप भें लिखा जावेगा । 
(॥) ((६/, ५ ८४] ) ) (८५ ० ।) (4:५ (५० (6०/,5 ८॥,]) 
(॥) (४, (१ (६५५ £]) ये (८82५ 8078 (८8, (४3) री (६/, ०0) 


2 |. ओ 72 
५” की कल 


/5 9)... 74४0 7 ४ 


रे ५ ८, ० 
(५ !) / (0, 0) +-5. ) कप हु . 9 ००१ *५० ४६७५७ डे 
(जो) ब/क (22) वूट/ | ग(ढ72(८+)) 


(0॥॥77 /[082)७8(2%)/४5४ को (कग/द>व8 (7 /(८ |7//॥/ 


; ) का (०४ च )' 7 ३३ ० ) 
(५ हा / ।क्‍ को ) 577) ” (0)/ [7 क्र ) 
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60 
|755 [26:22 की ॥ 37 | ॥ 8 ए्‌द) ४ | 
हर ् मा ) हु शा ५ न ५ (८ (% , 
तो एप । -क्‍्यक्षाए [((। “-०)»]7 77 ए्‌ष्टः ) (0) 
स 


जहाँ 0&९%, #(--25).:50. (7) 


| 


गा ढ2)-श-- | 8 0 
(आं। $/2) * “जकुत-,) । बल त्‌-5फ ९०४ | 











शमी ५ / का ( पं 
(आं। 9)/7* ह्हात्रज्लछ-ज है ल्-क् 9॥ (2/-+-)% (») 
#0[4 8; 4) 2 (८0)7(८--०--0) _. ह रे । 
27, ) 7-० 77:86) जहाँ “(० &2७05 300 ५2 
4, ? हिट 4 (]--4--8)/(] -..३८) हे 
अप ०-७ 77) क्तय न ही +8) जहाँ 7५७) <। कर 
०, 3, १ 2 ( -- ३०) 2 (] - ३०--/2--३) 7(।-- ०--/) 7(+« 
५ लिख हा , ०-->»नीत । ] 4 (--०) / (] +- ३०-)) 7(] -- 2०--१) 7(। [-७ १2) पे 
जहाँ 26527 0, 
यदि “नै-554, 2न-०552%/+ तो (५५) 
3॥7,( 7? 3, 9 ;] __॒__._._._. 72 (2) / (0 नीम मिनी 
रे श ) 227 (३०-३४) * ($०+ ३०) / (3/ +8/) (38 4-१०) 
जहाँ /():>0. 
6 (7, __ ) 208) /(/-+३8) 2(० 242) 7(/५ ०6 2! ४) ५५४ 
ं ०48 कब जन 0) 
०, [+ब०, 8, »; --7 4 (०----) /(०--%+ ) * 
हे पे हंसल गि+ ४० (67%) 7६०७-३-577) हज 
जहाँ ॥(८--28--2.) > --2- 
हे हा --३3०, 3, ११५ 0; ] 
जज पा ०--/+-4, ०७--५--, «--०9 -- !) 
__ 7(०-४+।) 7(०-४+!) 7(७-४--।)(६-/ -» - 8 । ) 
(१४) 


4 (--०) 4 (६----३+।) 7(७-- »-- 8 --]) /(५ 7 


.4* फलन के प्रसार प्रमेय 
जहाँ 7१(७--8--%--9) >> -!. 
घन पूर्णाकों के समुच्चय को / द्वारा व्यक्त किया जावेगा । 
3. प्रमेय 
प्रसार प्रमेथ !: यदि 
() प्रतिबन्ध 2 
(0) 0<&:0हव; 0& कैट था 


(प) #2(--20):.20; #(--24,) 20; #(-22):>20; #( -- 2/)::0 


हे 4 36 जी ० कक आओ] 





[0०] 


९: के (08 /0. हा प ] " 
2 काक ही | []: (७ नव हज 2) (०४७ /#॥ । १४ #/ १ १/३१/५)) 


04 


हु []: ६): (( 2)» (०७५ १५): (“५ १५)» (( )) 


(ला ] कप "कफ (वलओवकया। शारओे 2: ६ )| 


00$ /१% गा लक 
0 ता हा व: ]7 (8. रेकाप जेऐ एक 8 टेक 7 रे 2थ) 
3 


(2 लिप चीक3 रैप)३ (0 -+ है नया 3)) (( )| 


(./आ॥? 6/2)" | 


न्|(आ //2)7072 २८व्र | | 


उपपत्ति : 


((.]) में से 4# फलन के मान को (3.]) के बामपक्ष में लिखने, समाकलन तथ/( संकलन के क्रम 


-+(आ॥ (/2)70724/+ 4 गे आओ (3:) 


को बदलने पर, जो कथित प्रतिबन्धों के भ्रन्तगंत बेध है, ७...# को ७ द्वारा प्रतिस्थापित करने, सरल करने 


(2.07) का उपयोग करने तथा (.) की सहायता से व्याख्या करने पर (3.]) का दाया पक्ष प्राप्त 


होता है । 
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प्रसार प्रमेय [:  गंदि 

() श्रतिबन्ध ० 

() 0&0<: ४; 0<$&€ था; 


(आ) #-2०)>0, 2(-20/)>0, #(-2०)20, #( - 2/.)::0 


(0० 
जे हक 4: १4 $ द्र्ट 27 ४ बी | 
तो हि राशए शी) (2/+)0 थी | क्‍ []: (० 4-१ त7५ १7) (कक १/४४॥ )३७५)) 


१ न्ल्0ि 
(८, | - /+ १7५ ३१): (0-१7 | , ११) (४०५ | 0487५ 06/)): [ | 


कप मकर + हि ), ( )) 
+ 9» आया थी (26-+7)% ४ हे गे ]: ६ | (8, ॥ रैपाव 77 /5 ५)» ((०३॥३ "+है७) (५ 79 १३१/५) 


/ब्0 





(न न१र्न गेवाप 2ैप) ३ (०] पा 3, ?५) ((93 7 ॥४4५ /5 (| 


हे 


4 (8 हश्यणा 2 ६ /# ($] 26॥०7 ८(7* हे 
-> 2] के (8॥ #]श्त-). 47 |. 3१ /9)767 ( 


(3'2) 
उपपत्ति : 

जिस प्रकार (3.) के लिये तुच्छ है (2.09) को (2.2) के स्थान पर व्यवहृत करे । 
प्रसार प्रमेष [[[: यदि 


() प्रतिबन्ध 
(9) #(०--/-+०)>०2, 2(०--०+०)7०2; #, #>>0 
80 200 


कप हैश शे का |: (हे | ) 
को. 2. शहाउल्नह7हयओ “| ७0 है| ००४६ 3: ४: 


| पर दर मे ') ) (( )): (( )| 


26+?+0०-3 )-८+7|2 
शा 7597 लाइ ्क्जतटार 
2-(८+27+-04-3) ॥”6४-१/2 (४) 
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थै ) | 
है पल 8 / ) , ॥), (( )), (0(१४ ०-+ | कि. 


लिप (/92कप। 0) ( (5 (2); (--/2-+-० --2), /), (( ) 5 
0 8 | 
पट | ) 0) (( », (/५(न४ ४-१ + पे ), /7); (3.3) 
(2020६ ०%१/न7/-2, #) (( 2). 
उपपत्ति : 


(3.) की ही भाँति तुच्छ होते हुये (2,४), (2.00५), (2.श) का उपयोग करते हैं । 
प्रसार प्रसेध /४: यदि 

() प्रतिबन्ध 2 

(0) #९))८:।, 7९%) :-; /॥, ॥7 0 

(7) ह, श ४, 7[ 6 /7 


तो. >. 28007 (२ । []: (( » (७0५ ।+ ! - १), 0; (( )): 


75 7 / ६५०० (2 
(६ » (80७५; + | 7773 | ०१) #0 ( )] 


_ /(०/2-व4 | /(७३ 4 ) )/ ३० १ 
एन ] ) / (५ ० || ) शै | का ८ है, [ ] है (( )) (/५(१ 9 





दा +), ॥); (( )): 


20 “- १ 





(आप! हज 
( 0४७6४ |» | 


क | 


+), ४): (( )| ... .. (3.4) 
उपपत्ति : द 


(3-3) की ही भांति तुच्छ होते हुये (2.00 तथा (2.0) और (2.00) तथा (2.शा) का भी उपयोग 
करते हैं । 
प्रसार प्रसेथ ५: यदि 

() प्रतिबन्ध 8 

(7) :02७--2/--3/0:2, (2० 4-2 --3//) >>2); #, #|0 

(पं) ), 0, +, #] ५ /+ 


तो के (४), (/)/५ 


5 औक| 
7, 70 | 
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| (४ 


(000-#-य+ | $ 0 0 ( » (50 पते |) 7५ ( ))| 





[ 04-#-7+ [7 9, 8, € »,(७0५7?+ 8४6६ ओ: 











4“ 
) 


7५३१ /८ 7/:0 .] औ।9 3 7/%7 
०८ नस तत्पर 7 के टिया ्ि हक [) (3) (प्न॑ (८7) 


“रत ७७ | ७ 0, ७ (०७९४ ०३७ (8७४ ब्नंफी-#- 2: 
(0०४ ब्वनह-32 8-0 8 ६ )): 


|- 7) 





(७0८ 9, #) ( 9» (80५ |$; 
(0०५ न-+8-क-); (3(०; ० 4#-32॥7-॥), ४), ( )) 





उपपत्ति : 
(3.) की ही भाँति तुच्छ होते हुये (2.70), (2.शा) का उपयोग करते हैं । 


प्रसार प्रमेथ ४: यदि 
() प्रतिबन्ध 2 
(0) #॥(2०-28)-- 30), #(2०१-28'-- 3॥0) > 0; #, #>»0० 


(7) भै) 0 /, | € है 4 


हो 
27, 770 
(+ (0(0; ०-#-7), 2), ( _)), (0७७; ६+/), #0; क्‍ 
| (60९ ब-क-ह), 8), (( 9); (80४५ ०+7) #); 
|> (0 (0; #7+-६+१), #), ((_)), (8 (0४ # ०7५) ह/) 


_ शक 7 छट- ) 7(०--0-३2 7उ# +) 7(७--/--३ह 0) 


7कूक) श७-8- ४ गाय) खी(-का-ओ) 
[]: (6 (0; ६-४9), /0), (( )) (60७; ०--३४/०), /); ै 
45 (0 (0; 84 ४0), 8), ((_)), (68 (१; / | #/८), ॥); । 
(0(४, ०(--॥2), ४), (( )) (७(४॥; ०-3४), /); 3.6 
| (58(२४; 7 + £7), ४ (( 9), (७(४: 8५.३४), ॥/) 





3०8 ६॥/7 
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उपपत्ति : 
(3.5) की भाँति तुच्छ 
प्रसार प्रसेथ ७: यदि 
() प्रतिबन्ध # 
(0॥) /0(१--८--/), /(१7--«८! --|१!) > --३; ४, ॥7:>0 


(॥) ), , ।, १ ८ /। 








त 5 मिस 40)/ 2/9)/ (26 )५ (2१) ३५, 
रहा ह कट /)।' ।7] /[ /, | £ (८ 27 हआाओं ली 

4० | |: (( )), (/४४(०]; 2) | /), 0); (/५(१; »।-7), ॥), (( )); 

(( 3» (/१ (ड) ५ टैब | 7), 0); (0 (४४; #7)), 0), (( )| 
रा मै) | /(त | /२ | ») /(४४ | | /) 
(४ | 3) 7॥/ | /) /(४ )॥ (॥४ | #) 
कि कै 
|; (( 9) (/४(-)५ 20), ॥), (/१५(,३ १९-| /) 
ध (00५7) 8) (00५ | ५ ॥ [+7)0./0 (६ )): 


(५ )६ (0४५ 2:00, 8 (0७४६ #।4-|॥ | ५ ४7 
हा | ( 
| ०. ७ 0४0 € )) 


4] 


3.4 
(/४(७/ १ १/), ॥), (/७ (२ (3.7) 





उपपक्ति : 
(3']) की ही भाँति तच्छ (2,0), (2.0॥) तथा 


किए टी 2व), 70 ।क 76०१३ 70-०-१+) 
। ; हैं। + ) ह + | 


[8 टैए #. ॥(० । 3) 78 | है) 7१-०७ । |) /:-४ | १) 


का उपयोग' करते हैं जला /( धआ । ॥). 


/ ] 9 १ ॥ 
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प्रसार प्रमेय ४77]: यदि 
“( ) प्रतिबन्ध 
(॥[) #, 7:70, 

हीं) ), 2, ४, #। दे ४ 


पहयक वपकी यश ही 


4* | 
(५३ श + हे न-ह५), ॥0); (02७, +-77), है), (( ) | 


[7(3)| 7(०-- ०-३) 2 (७! +|१!+- ४) 
76७+३) 7ए+की 7 +$) (9-9) 


4* 6 9 (०७४ 8+४/) (80५ न्‍ जी 2४), 


4 
त्तो >> द् (०), (8), (०), (8)3 __ 


+ब्रे47), 70; (8(), हेत7) ह), (( 2:06 )) 











अिलबलनानन+ 





१/ 5० ७ 


(0) आज 70000 0) 








के) 80); (8005 2, _ ०. 


उपपत्ति : 
(3-7) की ही तरह तुच्छ (2»शा।) का प्रयोग करते हैं । 


प्रसार प्रमेय [9: यदि 
() प्रतिबन्ध 2 
(0) 200, झ(2)->0; # ४07 
(7) ), 28, +, # € 7+ 


७७४ 
09 


(20)/ (4--24)/ (2०), पाना “2५4 


है| लि यतथ 4 23228 इजलिक लय 
/ | क] देता (2७), (20): 


च्ज्छि 
72 के पृ 


4* | []: ( >, (0(2४ 20-29) ++#), 8); (0(७; ३+-3), #0, 





(( )): ( )» (0 (27; 227--2/7- -- 77), ॥); (0२७६ %- /,), #//)(( )| 


ज (0070-80) (2) 7(7+३8) 
((८न/) ४ (० ०न/) (न) री(इ-- ० | ») 
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३४६ 
ख््जा 


[]: (( ») (७ (है; । न [++ “72)» 7): (/५(१, »), #), 


(५ 2):(( 9» (5९४; 


हर है. भें 
8 | 
है 





कब (7 


(44 


| हि क्‍ पशी-क है); (8(क २), ह), (( )|8:9) 





उपपत्ति : 
(3-) की तरह तुच्छ (2.9), (2>णा), (2.श) तथा (2,शा) का उपयोग करते हैं । 
प्रसार प्रसेष 2: यदि 


() प्रतिबन्ध 2 
(॥)  #(७. 28... 20%), /(०१-- 27 -- 25) >> --2; #, | >0 


() 0, है, ।6, !] ४ 7 
तो 


(३) 


* ० (  (०)/ (३०: ) (० )/३ (3४०) + )/] 


ी 

















, 5700 /+। (2७), (26 ५ 
४]: ( लि 2 (0(); - #-- | 
(४ []: (( »9(७(१:०|॥।+/ 7), (/४(४; |* ॥«“- के ), 7); 
ु ) के । 2] | 
(( ):४ (( 93 (0(नेंड हो | निका 00 204 5 गा )| 
१४+॥।2 [7"(॥)]१ )!«ीं ।/2 
पर ठ्त शी (7 - १५ ८, 2 प्‌, पी /ढा छएक्त्ू््यः0 है 
॥ 22%॥ ४ (/५( ढ 2 । 
कण ॥ | 76 ); (00५॥-- ||» (02४ «-#- १ /); 





(६ »:6 », (605- 80 (0200; #-#-क -% ४) (( »)| 
उपपत्ति 
(3.]) की ही भाँति तुरुछ (2.9), (2.00), तथा (2.00), और (2.शा) का भी उपयोग फरते हूँ । 
प्रसार प्रसेय /(॥: यदि 
() प्रतिबन्ध # 


() ॥(७६। ४३ 20:52, #(७ | 2! | ३ -2/0)>-2; ॥, ॥>>2 


() है; है, 6४, 7 (4 
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गे से - [)+% 7 60, ($६+)/ (४) ।7(8// + ) 
तो 2८५ 7 0 वा कक) 


7.07 0 











| द द ५ | ७ ; 
4 [: ( )» (68५ 87) ॥), (४१ (है; ; “7/#-7), /): (( ))0:(( )) 
ह हा 2 
(७९१५ | नरक है) (१ एप किन्नर 4 ) 
| 








[7(3)!* न 7 (28 औधिका |2 ( )५०+%+१-*# 5।2 
( 2) / (/८- ) (४ हि )8|(7५७/४ ढो- 87-97 




















कक .2)8 0000 ] /0, 7), (5(2); 8020 क्‍), 8)... ४ 
(280 «8।#-26-2,0 6 3) 
(( ), (७(१४; |#' |), 80, (७2); | 7-97 | >--), ॥); 

(७0' ; है |-9. |. --2/:/ 2), ॥/), (( _)) 


(3.) 
उपपरत्ति 


(3.0) की तरह तुच्छ (2.:00, (2.शा) का उपयोग करते हैं । 
4, विशिष्ट दशायें 


निम्नांकित रूपरेखा विभिन्‍न ज्ञात विशिष्ट फलनों के रूप में रोचक विशिष्ट दृशाओं को प्राण्य 
करने के लिये बताई गई हैं : 


(0) यदि (3.4) में ०/०8००३४ २ मै।बन्‍ते। रत चलन | तो. हेंमें शर्मा का एक फलन 
७(०, 9) (9650) प्राप्त होता है । 


४७ 
>> (०) (०१))१ 575 0 5 772, 4५95 7703 7३ 


! ला “ ५ न 
ांम 0 |... छान, वाई 08-डैतै +-मा३ 4०-78 (237 22 -- हा), 4॥--7॥ 


9, ५५, कर्क 4/ 075 2 । गे # 00, 


| + ।] 

८]5 (235 **« (५१ (/५ ( [ ०-१ । 
है ५ 

०], ८३; *:: ९/ / (१ ली 


(०2+]) 7(०/2-+ 0) शेर मे वध 
ग७+)7(&+) 





|) रत, «* पर, 


| ): /, ... 
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कप 0:॥7/2, ॥2; ॥773, 7३ 
शिया पृ 74 डिते + ॥/७ 4५० ह93 (03 नी ४टेर ० ०083, 4877/9 


! ८, अल कब ०/, ५ ४2 4३६४६ कक 8५. 
0005 मद ५ 752 ७ (२; 3०-१४ -); 4, .«- 4०५ 
» | 


2], *5«« *** ९/५१ 0 ) हा की (5 9 कं ४ द !) मै ४ 9.0: 5/5 है 


प्राचलों के और अधिक विशिष्टीकरण से अग्रवाल (9650) 6(७, 9) में एक सम्बन्ध प्राप्त 
होता है । 
(0) यदि (3.4) में #[वच्क्रातचक्ार0 ती हमें फाक्स फलन (]96]) में एक सम्बन्ध प्राप्त 
होता है : 
4 [2 | (०७ 20घ) (00५ ।-9+% +7) /) 
0 लि शछापीडी 4 ! 
(७0; --३ 7), #): ((बं॥,, 8५.) | 
दिये हि चिक्षओ॥ 00% 7 हट कक), 
2 5 0 8 के 
(0.0६ ।-9 -/), /): (0७ /५५))| 
; शं (४6९ हज कम ड (6८ | | ) | | (७४८० । | [ ) । /725 ॥779 | कु 802 
न ० [(७५-) ४(०१-।-) 0 | (८५५ १0३१२ 
(/(ह; १0, 8), (0(३; $७--%-- % ॥% ((५५, 0») | 


५८ 77 है /27:3 | | ((९/ ५१ 0 |, ))3 (्‌ /' पे (श | हे | हक १ )/॥ ,) 


/29 धछ ८५ ै हु 9 ५ | 
(80५ ३०-३१]),80:# के |... (2) 


(॥) यदि हम (42) में 6) >तन्‍्तकच्वते क्त/घुत्त 4 ह5 वो नू८। लिखें तो हमें विख्यात 
माजदर के 0-फलन का एक सम्बन्ध प्राप्त होता है । 


हे 

का ु १ 0; /. 

>> (४) | )।, (। ४४ था ऐ | । 0], है आई हे हे (/,.१ (६) हे मिल १2 | 6 | ४); 
शनि ॥ | ॥] 2" ४7५ (५ है 
#, 7॥] “0 


/(ऐ४ १०४): ४५ *-६ 40 | 


(,, 777, | | पर 
हम रा ! | »)! है | ! (/] ५ 0, (॥ 8 ४९ () ४ ) | हा 57 | ! का । । ।) १ / (हे ्ै [ आओ १२ 7554 ।) है है के. है टी 
| 47464 ' 


70 एम० के० गोस्त्रामी तथा ए० एन० गोयल 
__2/8 27॥३ 7(०/2--) 7(०7/2 + ) 
रा /(७--) (४ -.-) 


ओ< हे. है ध्‌ | | 2५, -» +« 0७ .४९४ ]-9) 0()४ ४०-०१ |-4): 63 ««* ०५ | 
2[7 «४५ ४2 


"बज, 0 | क -गक 8 0५-१ 80 ३४-१/+):/१ >> 70 | (4-3) 


श्र 3 न्गः 2 शै 2 डै 
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सरज्‌ प्रसाद यादव 
गणित तथा सांख्यिकी श्रध्यपनशाला, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जेन 


| प्राप्त--जनवरी 2, 976 ] 
सारांश 
इस शोध-पत्र में बिन्चु », (----:-<) पर हम जंकोबी श्रेणी की बोरेल संकलनीयता से 
सम्बन्धित एक प्रमेय' सिद्ध करेंगे । 
(080८ 


()॥ 8072-8४ ० उ॥न200 5९००५. 297 छक्का][00 शिक्चउ॥0 ४०१8९, 8०0०० 0० 
3पदा९08 7 ५० वां0०४ 0 जवाजाएड, शाप (पाएशआए, ऐ[थंए, 


[0 6 ]/68०7 एकएटा, छ७ शीत [70५9० ७ (॥6072०7 07 [0 306] धप्रग्रा49ं079 ०0 
४९००४] 5008 ता ॥॥6 ॥700770 707 ० ही गाए शत [-, --]. 
[. लेबेस्क समाकलनीय फलन /( से सम्बन्धित जैकोबी श्रेणी निम्नांकित है, 
५५ (६, 0)... न 
/(४)०- पे 4,,/,, (४) (!:) 
[4४७ 
जहाँ 
/ (४--) . 7/(॥--८+-१००4) 2-6७ -+। [का थे 8 
ह। ककयबय " कियक गए) ऋाहत - - |. (72% +-) 
४ (2) /(2) व४ (*2) 
(6 /) हे ! जे 
४, (3४), ५>> , 0>--, #-वाँ जैकोबी बहुपद (०, 9) कोटि का है। यहाँ हम 
(--.0५(| | 0)” , /») को लेबेस्क मापनीय मानते हैं, तथा (-2) में समाकलत की अवस्थिति मान 
ली गईं है । हम निम्न चिन्ह प्रयुक्‍त करते हैं । 
(/)  /(२::7) >-/(.४) ' (*3) 
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03००४ »), [--<»४< 4] (|'4) 
2. फरिये श्रेणी की बोरेल-संवलनोंयता साह नी और लेगेण्डु श्रेणी को बोरेल संकलनीयता। 
का अध्ययन व्यवहार! ने किया हैं। हम निम्त प्रमेष सिद्ध करगे । 
प्रमेय 
साना कि --३< (०, )< और अंतराल [--, +3।] के किसी बिन्दु & पर 





| ८८ | ै ने ५ 
|! | (४) | ध॥ज50 (ठ्द्वाः (? ->0 (2') 


तब श्रेणी () बिन्दु & पर बोरेल समाकलनीय होंगी या समाकलनींय (#) होगी । 


हम मेगो।! की पुस्तक में दिए गए जैकोबी बहुपद की कोटियों का प्रयोग करेंगे। रा हैं) 
निम्त प्रमेयिका की ग्रावश्यकता होतीं है । 


प्रमेथिका 7 
यदि 000 वन (००४ (४- की-र्ए (००४ ११| (2/ 2) 
तो प्रतिवन्ध (2-]) से हम निम्न परिणाम पाते हैं । 
फट ः | ) पल 
चिथा००3 द5:5, न जे वहन टन चि हमला हि / नै बा है 
(05 [| $00 | 4०-०० [छदताओ। ” १" (30) 
जहाँ ०-7 <३<अ-(2् 7) 2 7< $ग, 0</9< क्रृग, 77०0 हैं । 
3. प्रसेय की उपपत्ति 
श्रेणी ((-) का » बिन्दु पर #-वाँ आंशिक योग यदि 3५(०) हो तो, हम पाते हैं कि 
(०, 8) (८९५ 3) (८९ (3) (९, (7) 
क्‍ |; | ( ) री ( गः । () हक [॥, (») 
ए(5०00-/ 0८ | ३ "77777 +- 3 
“7. है [० ० 
(--0%(-)7[/0)-700) 4 (है) 
जहाँ पर 
आप 70 +-2) . >(#+-०-:/ ४ 
६55 ४-6८ हद 
आऋायटब्य#- ४  “(४+०+ ४) (0 ) 000 
फिर 


-7+-/£ ५९ 2४+ (४ ४५ [६7 ॥ है ॥ 

..... हित ११ 5॥ 

एन | [.. + |. त कह, | 
जा । हा" है। न (४१९ #। लक ॥22 / ५६ न नं 6 ३ है फ् है । 5 '( हि 
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७७ और /८, को हम सरलता और स्पष्टता की दृष्टि से इस प्रकार परिभाषित करते हैं। मान 
लिया कि ४-5/ -|- ८८] जहाँ पर ८ और ७ दो वास्तविक संख्याएं हैं कि 0<४< ७ . हम तदर्थ रूप 
से /. और ,८, दो > का फलन इस प्रकार लेते हैं कि, --] «:४<], ६८:४७ और ६5: //,,८:४ 
तालि। कद ४ [३ भ्रीर आल 





अब 
(०, ,3) (0, 2) (८८, 2) (०, 3) 
४००६ /५ ४... ये (४) हर (2८) ५ रे (४) * 0 (2०) | ] 8 
>> पे जल . [[--)५%:( 70 
रे 5८ कह ्स्स्ज ( मी 2 


[02-०2] 4४ 
१४३७ (माना) 


७ |) कम 
800 ॥ [55 (९१३४ ८0७ ०४४६ ५७७४७ १/ ग्रौर' | ([ न्‍॥ | ्फ | ॥ ) ८७७ "०४ (0. | 3) रे 3] को र्ष्णा ॥+], से प्रदशित 


पासते हैं | अंतराल --]<:४< - ; में जैकोबी बहुपद की कोटियों का प्रयोग करते हुए हम पाते हैं कि 
। 6 है! न 
० सा । (००४ 9) - 20! 8 


(४५ न हा 
५ न )।४ (॥ /५ | | । अर पम “7 7 6.]3 ४ | ं (ए ) है 
की व (॥ | ) ४ 


"युवती 3००) १४४(८05 / ८०) 


[००४ ०) १९०१ 9) १)! (आ ३०)१०(००8 ३०)४# . शी ० 4००. 
/ "० * (५) 


५. (११. ६. 7" (६ 
( है| अमर 2०कशटर पातप(अम न ॥/एगक०७७:३ल्‍ट पकने. ड ५ ॥| ॥है। हक न * 
2 श्र 2 


०५०७ की प्रथम भाग रीमाँ-लेबेस्क प्रमेय द्वारा और द्वितीय मांग #->० पर शून्य हो जायेगा । 
एसी प्रवार 2,..:६०0(॥) तथा श्सी तरह ४, + और ४, भी शब्य हो जाते हैं। यहाँ ४५ का हल प्रदर्शित 
करता पर्याप्त समभते हैं । 


०, का प्रथम योग निम्नवत्‌ हैं । 


23 (0 । | । 
7...<«(0(॥7/* की 2 को 
उवतत0007) | । कक. विन अाक 
हजबीचिनच ४ न्2 (माना ) 
+ करी ०08 » लिखते हैं । पुन: ००8 9/ल्‍5]-# + और ७०४ 8 --॥« » 
ध््म यहा मे (55०७०098 (७, 008 % एक्ष) ७. 3) ह ह 


॥ के दस प्रकार लेते हैं कि 8 -0 जैसे कि #7->0. 


सीध हल करते हुए 
हा । ॥। । १ दर ( ( ] ) 
/ ]0 
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| 


और 


है आम (047) | (आ7 ३५००)०+१(०05 ॥७)मी+का , [/[008 ७) ९08 १") | #०७ 
0 


-- 2 (॥%+7/9) 0 (8) 
प्+(2(॥5-7/*) -- () 
प्रंततोगत्वा हमें /,-- 0() प्राप्त होता है। अब हम ४ को हल करते हैं । ४ के प्रथम खण्ड का निम्न 
प्रकार से लिखा जा सकता है। 


हक (0०058 «)/ (०05 ») 


--- (आं। $०)१९+१(८08 १0०) 6।7 





8५ 
फिवात्टत 4 | ०05 ०--००$ ५ 


१-१ 


| (005 (क) “ (0७१४ )) । रण 


स्पष्टतया 0</-<# और 0<:०<:# होने से हम » को इस प्रकार सुनिश्चित करते हैं कि 


8१-75 &€ #-- (2 +- 7) 


॥नचयय [० ४, आ० (४+॥/०), 0६१४५ 
इस प्रकार फेंगो/” पृष्ठ 252 पर दिए गए परिणाम के सम्प्रयोग से ४; को तिम्ती प्रकार से 


लिखा जा सकता है : 


20] , आ॥ [(/४ |.॥)(७७ %)| 
आम 0868) आ0 [(प४-- 3)(० +- 9५) +* 20 की 
॥ | | हि न शा ्ज्ख 


+0०( ()| (0 3५०)7०+(008 ७)आीक) , | ]603 ०) - (008 १ | तौ(॥ 


स््ल 3"7 जः ५ न्छ | ०३ न्प्ु ( माना ) 


अब रीमा-लेबेस्क प्रमेय द्वारा ...--0() भर प्रमेयिका 4 द्वारा ४,..७७०0()) है । फिए समा" 
) 2 
कलीय चर को «--%55४ में परिवर्तित कर $7 (पर ही ) ४०-9ं। #ाए ०08 2 ४ | ९०४ श॥/ 


का 
ले 


प्‌ नि 
गम ४ में परिणत करते हुए हम निम्नलिखित परिणाम पर पहुँचते हैं । 





१. ५ था परद्ध 
20 कि गा /(४४) 4४ -+- | 2 008 #४ . ((४४) ते; 


न/३७- ०३४४-४३ (मीना) 


जहाँ 4 और # सीमित अप्रभावी फलन हैं । 


जैकोबी श्रेणी की बोरेल संकलनीयता 75 
स्पष्ट है कि 
/५.३-३४६0(). 
ग्रव प्रमेय को सिद्ध करने के लिए मात्र यह प्रदर्शित करना पर्याप्त है कि 
०४५ रे 0 जैसे ही 9->००; 


जहाँ पर 


4४. ४४) / & था कर 
०४ [_ [पा ) धः 
8॥-8 नी 3429 ( दल्0.. 7 |! ५ ह ट ) 
भ्रञ 
““] ||) '[[/# ह। हे | 
#5 (04 [४ [९ व्व,वव॥१-॥ (साना) 
मई (। कर 0 82५ 
सना 
०2) पा हर 20 पकिय $[ है (05! हा ) ह 
१ «४05 ०५१ [/? (|-- ०0४ ४४) 
शत: 
०० [| 2 ४ | 0४) | 
डे | 30 शी बै् 0%७ | /१(।-- ००5 ॥४)| कं 
2? 08 /2 
०0() जैसे 9-+०० 
ओर 


॥ ॥ (४. भा। ( # भर ४) 
3. #शी। ढै४ ०४9 [/(-- ०05 ४) | 


//५४ ८ 
व | के | नव 483 (माना) 


(7 3//* 
(0<« < 3) 
यहाँ सीधे हल करने पर 
पक [| (77 | ४(४४) | 
0४० ककाकआंगाक) |.» 


यहाँ | (४0) | 4 को प्रथम माग एवं /४ को द्वितीय माग माव कर खण्डश: तमाकलन विधि द्वारा हल 
करने पर श्रौर प्रमेभिका ! का सम्प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि-- 
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आगे हल करते हुए इसी प्रकार ०५,..--0(]) । इसी प्रकार की अ्रवस्था ॥ में भी विद्यमान हैं । भ्रतत: यह 
सिद्ध हो जाता है कि 
०४%) जसे 7->०0 
इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हो जाता है। 
कृत ब्ता-ज्ञापत्र 

लेखक डा०घनश्याम पाण्डे का आमभारी है, जिनके निर्देशन में यह शोघ-पत्र तैयार करते हुए 

तथा अन्य शोधपत्रों के साथ, लेखक ने पी-एच० डी० उपाधि प्राप्त की । 
निर्दश 

व्यवहार, बी० के०, विक्रम मंथ० जरने ० विक्रम युनिवर्सिटी, उज्जेव, 957, 2, 7-23. 
गुप्ता, डी० पी०, जन० युनि० सागर (म० प्र०) 957, 6, 37-43. 
साहनी, वी० एन०, जने० इण्डियन सेथ० सोस!०, 96, 25, 


| आओ 2 


भेगो, जी०, 0-0008णा9। ?0ज्ञागाां॥8- कोलो० पढिल्ल० न्यूथार्क 959, 


४ ]03॥3 ?०5030 /&॥058704॥23॥ ?४८७।/६४ 
४०. 9, ४०. |, |॥५३/%, |976, 288०६ 77-8। 


अवकलज फ्रियर श्रेणी की परम लागरंशथ्सिक संकलनीयत। 
एल० पी० गौतम 
रासपुर बघेलन, सतना 
[प्राप्प--जुलाई ]9, 974] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में यह दिखाया गया है कि |॥९, [08 #,-/-8| संकलनीयता को [/९, 02 #, ]| में 
समानीत किया जा सकता है । 


058८ 


()॥ प6 बताए [07 बाएं इपाशायंत।।ए 0 व तशए०0 7007० 5९7९५. 9 ॥... . 
00पाओा, रि्याफ्रपा 3९॥०६॥), 90079, ४, [?, 


ह वी88 एक, शीठशा पाया |#, 08 9, -9] इचशशाक्यंत।ए ८00 ४28 एटत॑ंत060.. (0 
[/९, 0£ #, ]. 


परिभाषा : माना कि औ७०)३(०) संतत, अवकलनीय, तथा एकदिष्ट जो (०, ००) में वृद्धि करता है 
० कोई जहाँ घन स्थिरांक है तथा ॥(७)- ०० ज्यों ज्यों «-+०० श्रेणी >' 0, समाकलनीय |+९, »(४), | 
गयी 
कहलाती है । 


यदि 4 सन | | | ८ मत है धंध < ००. 
९ [ ! ७) 


जहाँ ८ कोई निश्चित घन संख्या! है । 


माना कि /() 2# आावते पर आवर्ती है और (-#, क) तक लेबेस्क-समाकलनीय है और 
माना कि 


(४) म 40+- 3 (६, 208 ॥7-[-0, श॥7 7) (.]) 
77, 


अवकलज फूरियर श्रेणी की परम लागरैथ्मिक संकलनीयता 49 


पहले हम निम्तांकित अ्रसमिकाओं की स्थापना करेंगें । 


5(७, (0 ५* 8092 ). (3 !) 
2०, 05०“ 2) (3.2) 


(3.]) की उपपत्ति : 


थ;ं  # 
5४(०, 7) 55 |, 2 ॥ 02 7, शा धक 6५) 


॥८/ >५ 02 व 
/( 7 हज मर 
न 08- (2 # [ | आशा बा ८४ 
हर0 [ ४ 


--0(]08 2 7) 


८१ टू (6४| 


८) 
कम 4 ९- 
च्य् 0(० [0 7 /' 
(3.2) की उपपत्ति: 
हि श्र (८ शं0 मर 
/१(८७, |, । बा | [02 हि इनक तर ) 


की [08 #(/ रथ प्र ( कि 97 शरष्ध तं४ ) 
4 ॥ &<( (0 रा 


£ (९08 मा 
का 08 /(|/ छह यएश्य! 


4 7225६ ६0 !7 
_.. 08/| > 008 मा 
॥<& ७) 


]02 /(|7 
हा के 


हमें निम्नांकित प्रमेथिका की आवश्यकता होगी । 


प्रसेयिका []: 


यदि (0) :%()5-87 (0, #) 


अवकलज फ्रियर श्रेणी की परम लागरेथ्मिक संकलनीयता 49 


पहले हम निम्नांकित श्रसमिकाओं की स्थापना करेंगे । 


| 
(०, 7) 55 0(० 802 ;)- (3 [) 
2 ०्‌ः प्र) (3.2) 


(3.) की उपपत्ति : 


(०, /) 7: | । 2 7 072 5 न धर) 


ग दा श 
कई छू [५ ००) 
कर पा रॉ ५ 


/( 
(25+*% ( & बम हे 
((.0 अर 7) 
म् 0(७५ [08 5 
/ 
(3.2) की उपपत्ति: 


ै! ( 
8(७, 75 |, [8 ०8 अत ) 


! न भर 
५. 08 /८// गा ( | अं श्र तंद ) 
/ ॥ ६ ५0 न्‍ 


0९ /४[/ हर #२70 ह/ 
[ ॥<६ ५७० हि 


08% # 008 क/ 


[ ॥<& 6७) 


/]0£2 /([/ 
हम 
हमें निम्नांकित प्रमेयिका की आवश्यकता होगी । 
प्रमेधिका []]: 


यदि 6) ३४(४)ल्‍>#7 (0, +) 
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गा (्र//2 %(४))| 
|#४१८ 2९८ /| 
तो | ; हम मे रु <_ ८०02, 


4. प्रमेय की उपपत्ति : 
हम जानते हैं कि 
४ /,(2) न | ४(7) शा मां ८ 
277 [ँ 60 /ग 7) 
जज ४(7) 08 # था हा ६ 


गा ८ 2. 
| 402 के 8 गए दं; पर्बिद्ध है ग्रौर लुप्त हो जाता है जन्म ््द 47, 


ग्रत 8 05%) # ++५ | 4(7%(४)) |, 6002 -9॥ -- ६ (५4.) 
है रे ४ 2,(2) 
श्रेणी पल सकलनीय |॥९, [028 ०, !|, है यदि 


है ध८ हरा 
०४ ५०((08 ०)* | 





[02 ४ (०४) 


। «& ०02. 








(4.]) से 
75 |००१७) | | 





लिप क आकलन कि ज | के ( हु 0 0 ( पा [ 277 / 
«(072 ०)१ | |। ५४६६० हर .][ 4४ 


शक 2 ६७ 72 
|, ०४१५)। [५ 7 (| 8०0 । 
प्रमेथिका के द्वारा प्रमेय. की संकल्पना का बोध होता है। 


| 2 


केवल इतना ही दर्शाना पर्याप्त होगा कि 


धं 


( / ९ ०([072 ००)4 


[2(७ . /)| 


ज्+0/7-») यदि 0.-+..-... 


अवकलज फूरियर श्रेणी की परम लागरैध्मिक संकलनीयता 


हम निम्नवत लिखेंगें 


#6)र्च्न[ 830 | हज का |8(७ . 7| 


| हां रह 
सती (/) 4 &90४) मानल 
श्रवब' (.4) के व्यवहार से 


(6. 6*्द्रें७ 
है. (४ ) &, [0 & | ०तृग्ड छो ) 
[ (5 [*/४. बवं७ 
० हर (०8 | ८(082 ०2) 


धक्का! ह धर 


( 
०) 


इसी प्रकार (3.2) से 


6 0 4०% 
42 ॥ ) 00० ०्‌ [2 | 7 (09०० 


|: | कर 
। (०8 [०४ 00) 


०6) 
2! न, 


ग्र्तः 5 ० । ; (ध(7१)((7) | ) 
न्‍ 0 [है 
* 60. 
यही सिद्ध करना था। 
निदिंश 


।.. मोहन्ती, श्रार० तथा रे, बी० के ०, इंडियन जने० मैथ०, 967, 9, 69-74 


४ ।व 


& 


/ 


भ हक ?9/]5930 /॥0७5$3॥046॥3॥ 7930/"॥9 
४०, ।9?, ४०, |, |3॥0७3/"%, 976, 282४६ 83-86 


हेत श्रेणे समीकरण 


पी० एल० सेठी तथा ओ० पी० गुप्ता 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[ प्राप्त -गितस्वर 3, 975 |] 
सारांश 
प्रस्तत शोध पत्र का उद्देश्य बेसेल तथा हाइपरःयाभितीय फलनों वाले दंत श्रेणी समीकरणों 
॥ गुणांक ह। तितिनित करता है । 
(080 


()॥ तप इलाएड ल्वृप्यराजा$, ॥7 ?, , 5० थशात 0. ?), (500५७, >6एक्चागशा। 
5 ७ वा॥९७७, विभएजा ५ णा ॥00॥]07, उ00प77. 


[पल ॥ए४७॥ [0]067 ए0780678 (0 तललागं।।तणा ०00 ए0जीएं०१४ 4, ॥) (6 00% 8९१65 
७७ परवाऊ 4॥5 09 6४४९ तव0 ॥४/९/९००॥॥७॥१९ [0॥078. 


गनगता |3] तथा. एडेल्यी |।] द्वारा दिय्रे गये मिश्नात्मक समाकलन संकारकों के सम्प्रयोग से दिये 
श व्रत श्रेणी समीकरण उसी बेसेल फतन वाले समीकरणों में रूपान्तरित हो जाते हैं । अन्त म शभ्रज्ञात 
गृणांकी .। को बेसेल पलनों के लाभ्विक गुण को व्यवहूत करके ज्ञात किया जाता है। यह हल सवंधा 
नवीन प्रतीत होगा और विश्लेषण बिशुद्ध रूप से विधिवत है । 


यहाँ जिन करत ख्षेणी समीकरणों की विवेचता की जावेगी वे तिम्तवत्‌ हूं : 


४ 4, 27 !), ॥ । ह | # |; ॥,,, (2) 530, 0डब्ट। (.]) 
| | ॥#«८ डर 

(कै रे ु / है 5/] | | टू 8 

४ # |, 27 | हा रा 0 29) सन 8 (२), ४८. | (] *2) 
-॥। 8 | ॥ |»! | /- है /१0।7/व (0 ल्‍58(3) 


जहाँ /,(४) सामास्य बैसेल फलन है, जिसकी कोटि # हैं, (0 तेंथा 800 जात कसत है और 4, एक 
प्रशात गुणांक है । 


84 पी० एल० सेठी तथा ओ० पी० गुप्ता 


2. संकारकों का खंडशः समाकलन : इस विश्लेषण में मिम्नां कितर परिणामों का प्रयोग किया 


गया है : 


सक्सेता [3, 0. 228] ने भिन्नात्मक समाकल्नत के लिये निम्नांकित संकारकों का सूत्रपात किया है 


+] ०, 3 -न-/४ । ' हिल 
ग४0]5२० 8, ७ ?!। “(22॥55 त-०) | थर्ड | 5; (7 /(४)4/ (2.4) 
तथा 
। 5 2 कक; 5 _$ ) 
श्‌एति-ख्न, # कै का णिन्ज्त 9, 20 | 8, रूह 77000 (2-2 
बशते कि ॥2९(- ०) ०70, >ै९(०):०-/4, 8०0) >> - 4, // +॥?₹], 
8-८0, -, --2, ... .... ४50, , 2, ... तथा /(0 8४ 2.,(0, ००). 
एडेल्यी [[, 0. 220] ने निम्नांकित संकारक प्रचलित किये हैं । 
०*[०, 8: ७: ४(>) ए -/८०+४-िल] | (.४/ --॥७/४ध) ००१ | ॥(7)4ी' (2.3) 
0 [०, 8; ७3 /(>) 7 ) ४ | (7 कल ए7/ी०/कवकनव ॥४( 7)धी7, (24) 
बशर्ते कि ४(>0) 8४ 7./(0, ००), 7>, ००0, 8>(--#)/2 तथा /&:--७. 
सोनाइन के प्रथम सूत्र का सार्वीकरण ट्रेटर [4, 9. 97] ने दिया है जो इस प्रकार है : 
_278 दा77/7/०३ (४-० +शन॑-) [४ न 
४+४+॥४+ श8+7+7 ५ आज तक जज पक हा ात, शलाका एस | |॒ ५३३४ (४) (02) 
अश+(22- २४ 277 + आए न आन - २ | 
2४7+4(22--४2)/ 2 | पा 7. 
जहाँ 7(७ + )>0, #(#- »+)>0 भर #5-50, [, 2, ... ... » 
जिसे निम्न प्रकार से व्यंजित किया जा सकता है : 
० उतकजे 
गा फ्] न | नाओ, धनी नी 4, !-7 १, (४ ( है । हा | (2.0) 


आय [977 ) 7 (४ 7//7) / ८ 
कल ज्हफफया 24+-शइका का, (८8): 


च 


द्रत श्रेणी समीकरण 85 
सोनाइन के हितीय सूत्र का सार्वीकरण 


१४ » है॥ 4] 2 (६ /' | ॥ै॥ | 


! 
) ! #" ७ एज 3, | मी, 
बे (4 | ३ ।/ 4 9॥ | ॥ है ) 2454 ( | | | ) 


5 ह 0०70 776 ०70 विज मजे की एत स आह /००- १* - हाँ. 7 
ई(उम्र ७) (७ का जन 2) र की (2.7) 


/ /$) , 4, रत अमर भक श्र /8॥ न 5॥ हि / न ३ के. न्क 
2 (जॉजलडीिका का व ४ ह4+का (४) 24 | : 5 -> [4४ 
' पीट मम ह, शन+-2; 


४ 


बशर्ते कि ध्रःू0, [, ...., 2 0, /0/८५-४+-२४--#-+-5/2) > (2४-- ८) > 0, 


इसे झौर भी प्रागे व्यक्त किया जा सकता है: 


कक 
# (८! | 226 470] पतन, (न शा #4ह-न-2, ए--++-48-], | -- 3४--॥; (8) 


४ +ककछ-वनव 0) 
(४४६ 25) (2 ।॥ 
हे ॥(3#॥ - |) 7(% | >|-20 | » | 2) 7 
20 मी /0 4 ४ -£2॥/ ॥। (॥ | । | हे | ॥ । 2) । ( | ः 77) (4 (/-| 070 |। (:) 


बेसेल फलभों की [3, 9. 29]] लाम्बिकता 


पा 
| 277०५, ,,।। (2) ४५ |॥॥।॥ (2) 4:50; ॥:६/, (2.9) 


६ 
+(4/-29--2)-7:/#<-/ 
द्वारा दी जाती है बशर्ते कि ९(४-| /-॥7) - -- ] 


3. समोकरणों का हल: (2.6) तथा (2.8) में परिभाषित संकारकों को (.8) तथा (-2) में 
सम्प्रयुक्त करने तथा (2.3) और (2.4) का भी उपथोग करने पर 


4(७-4-) /'(४--+ + #-+-) 
दा “ढै+ ४५ |+484208+7  (22)/%7 / (--++4) /(-+ /--]) 


2पृए- ],»|+- ], 2: /20] 0<:%६ 


'४. 
३] 


(४ ५4॥ / (20 -- (४) /(/४ ५ कद वा. मत पा 
(2 067 कक ४० 0 0/.26:5]2) /+[2॥--॥७, ७4 /-| 2/+-,2 : 8(2)] ४>. 
आगे भी (2.9) को व्यवहृत करने पर विधिवत हल निम्न रूप में प्राप्त होता है : 


7५७ --]) 7(७--#/--# + !) 
4, ्ू(48--2 204 2/+ 2) कक | हा 700) (3.2) 


86 पी० एल० सेठी तथा ओ० पी० गुप्ता 


] 
८ | द्रा४72 ०, +++28+/+7 (८) १3(2)42 
0 


29 (७--१॥ तथा ना |») 4 (७ [7-+ 3#-/- 2) 
+ “पुरकप-+0 कक । 2) 
38-६६ (ली शवी< नी ए | 


(७७ 
>< । द्रशा- (०7 /7+++शा+॥४+१ (2) १७2) र्धट 
रब 


शाडिच[७नी॥ शत पी: 2 (3)] 
२४2) 55 [20-॥५५ ४--7-+-2/-+-7, 2: 8(2)]. 
4. विशिष्ट दशा : ४550 के लिये श्रणी (4.) तथा (4.2) 


दी 4+ ४३३५५] (3) 778(0),0<: ८, | 
शत 


2 6 कफजवाका (०2) ्् 8(०0), डे 
# 


का विधिवत हल निम्न रूप में दिया जाता हैं 


3 
+त्त(०छनाए री ))|, 2 2५ ,++] (८) ले (2) व5 


+(2०+-2/+-2) | । &3 3,.,.3 (2))2 4 (2)62 


यहाँ ;3*(2) तथा ३७७ (<) समीकरण (3.3) तथा (3.4) हारा दिया जाता है यादें «0 


निर्दंश 


]. एडेल्यी, ए० इत्यादि, [07०0 ७४0. 560. (७४. 950-5, 0, 2[7-234. 


2. ल्यूक, वाई० एल०, व्गाठ्ष्ठा38 ए 96856| एपा०४०॥४६, मैकग्राहिल, न्‍्यूयार्क 962. 


3. सकक्‍तेना, आर० के०, '४७४॥. 2., 967, 96, 228-23।. 


4. ट्रेटर, सी० जे०, 700. 0852०फ (७. 28500. 963, 6, 97. 


४ ]79॥3 ?३7७5॥96 /&॥053॥09॥ 2॥ ?४६/[|६४ 
४०।. ।9, ४५०. |, |श॥५७३//, |976, २9282९६ 87-9 


लागेर श्रेणी की | ६, छ, |-संकलनीयता का स्थानीय गुण 


टीकस सह 
शासकीय अभियांत्रिक महाविद्यालय, उज्जेन 


[ प्राप्त--अक्टूबर, 22, 975 ] 


साराश 


हाल ही में चौधरी ने बिन्दु /<0 पर लागेर श्रेणी की नारलूंड परम संकलनोयता के स्थानीय 
गुण पर एक प्रमेय सिद्ध किया है | प्रस्तुत लेख में उसी प्रमेष को अधिक व्यापक परिकल्पनाओं में प्रति- 
पादित किया गया है । 


(0४7४९ 


4 


()॥ 0९ [70७079 ०७ | /४, /, | जा ० [.42प007९ इशप९४. 329 पए॒आआ श£2॥ 
(0/लागाधशा: पराह्ञाल्टापाए (0॥९७०, (7[[शाग. 


शा 7€एटएाआ॥५, (ताताव्व०॥ ०४9)॥9॥00 ६ 60७7 0॥ [004] 7070796९0"५ ० 309$00(6 
गाते इप्ाताकण[५ 0 .छप070 8७९४ है (॥6 ए0॥ ४-०0,  [॥ [ए४४६ 082९7 [76 $8॥76 
76897 ॥8 70१6वें चावला गाता तलीएयाल तड४पाकञता5., 


माना कि 0५६ एक अनंत श्रेणी है जिसके आंशिक योगों का अनुक्रमः (७,) है। श्रेणी को परम' 


संकलनीय (0४, /,) या संवालनीय | ४४, /५ | कही जाता है, यदि श्रनुक्रम' (/,) परिसीमित विचरणा का 
, जड़ाँ कि 


] !। 
॥, ०८ ब् ४, “॥॥ ४॥४+ (/१,,:0), 


/॥ ॥ ७०0) 


झोर 


|; . कल की 2. 
शी 4 अं । ॥ई 724 !क है 2 ॥। की डक है () ] 
हन्‍( 


& नमक 
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नारलंड संकलनीयता की दो विशिष्ट स्थितियां होती हैं।। : हारमोनिक संकलनीयता, जबकि 


॥ न _ (ह-२9--] 
५ नल को जिससे कि /४०००8 #, #>००; और चिज्ञारों संकलनीयता जबकि /४:० 8... ] " 
070. 
फलन /0 6 7.(0, ००) से सम्बन्धित लागेर श्रेणी निम्नलिखित है : 
0०० 2 4.०.५० (50), ((-) 
!्ण्0 
न कर (८४) 
जहाँ कि /(०+-4) हे हे 4, सर | ॒ ८० 9० (9) 7, (9) ४४ ('2) 


(८८) ० 
और 2, (४), ०>- एक #-बाँ लागेर बहुपद है । 


2. हाल ही में चौधरी? ने निम्तांकित प्रमेय सिद्ध किया है : 


प्रमेथ : यदि एक अनृणात्मक, (7णाना०8809५6) एकदिष्ट (70700070) अधिस्तीणमानत 
(00न॥0००६४॥९) अनुक्रम (2५) इस प्रकार है कि 
777/2+7।/4 


/2॥ 





45:68; (2) 
तब श्रेणी (:) की | ४, », |-संहलनीयता बिन्दु ४50 के लघ सामीप्य में फलन /॥:0 के व्यवहार पर 
निर्भर करती है, जहाँ «७ --, और 
हि ९€:0/8 9८-।॥४ | / 9) | 4)'< ०० (22) 
(/॥ 
प्रस्तुत शोध पत्र में हम अनुक्रम (७,) के स्थान पर अधिक व्यापक अनुक्रम शोर परिकल्पना (2-2) 
के स्थान पर अधिक व्यापक परिकल्पनाओं (2-3) एवं (24) का प्रयोग करते हैं। ये परिकल्पताएं इस 


तथ्य पर आधारित हैं कि भिन्न अंतरालों में लागेर ब्हुपदी के ग्राचरण भी भिन्न होते हैं। हम 
निम्नांकित प्रमेय सिद्ध करते हैं । 


प्रसेय : 


माना कि (७,.) एक परिसीमित एकदिष्ट अनुक्रम है जो (2.]) को संतुष्ट करता है, तब श्रेणी 
(-) की | 0४, »; | संकलनीयता बिचछु 5-0 के लघु सामीप्य में फलन 70 के आचरण पर निर्भर 
करती है, जहाँ ० --, 


| ८०/ फष-०५ | 7.) | 6/<००, (2.3) 


०» एक नियत घनात्मक ग्रचर है, और 


लागेर श्रेणी की | ४, #, |-संकलनीयता का स्थानीय गुण 89 


(7 / ॥#०(३-१7।१४ | [(9) | धर ८६००, 777>००2. (2'4) 
रन 


3, हमें निम्नलिखित परिणामों की आवश्यकता होगी । 


उपप्रसेय । : ([2], [75) माना कि ७» स्वे*्छ बास्तबिक संख्या है तथा ८ एवं » घनात्मक नियत 
ग्रच'र है और यदि #+ ००, तब' द 


((९) ग20०(३००॥१ ()(॥०2-१/॥) ह2/ह॥<. &5 ७: 
7 (»() अर | ( ) कि | ग 5 | (3: ]) 
0(7०), 0 १ आई 


उपप्रमेष <: ([2], 238) यदि ० और & स्वेच्छु तथा वास्तविक संख्याएं हैं ७-0 और 0<%< 4, 
8. 5५४), तेबे 
(००) ( 
/..,. (१६) 


008% 2 ४६ /८ग 6-९, (3-2) 








(2 म््ट्ट | 78% (ै 9 रेट १ , (०7० 4) ७ हिट: जे (4 08, ) 8, 


रत गा 220] हैं ९. 
[६ | थ "१9 ४ ( और पु, 0 व 4.), # भर की 


(3-3) 
॥६ 
उपप्रसेय ले : झाना कि ४.०5 ४4% - यदि (/॥) परिसीमितः एकदिष्ट अनुक्रम इस प्रकार 
॥॥॥ 
हि 
मी “ ०0 
रा 


तब श्रेणी 20 %, संकलनोय | ४ », | होगी । 


क्र 


पह उपप्रमेय भट्ठ।| के एक परिणाग की तरह ही सिद्ध किया जा सकता है । 


4... प्रमेय की उपपत्ति: हमें ज्ञात है कि (देखिये ([2], पृ० 269) 


(८४4३) 


४५ (0) मर ६ / (० | । ))77 । / ४०५ (9) 7. (9) 4१ 


(०.+4.) 


गा है! 58%] 
ना (0-| | है; | । | हा री | ) किम पक री )) ५; (2) 4)! 
ज्ा0 6४७ | माना कि ), 


% विलता ही छोटा एक घनात्मक अचर है । 


अनुक्रम (७,(0)) संकलनीय | /४, /», | होगा, यदि प्रत्येक अनुक्रम (७,..) एवं (४.७) संकलनीय 
| ४, /, | हो । लेकिन अनुक्रम (७,..) की | /५, 9,|-संकलनीयता बिन्दु ८50 पर फलन /(४) के आचरण 
श? [2 
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पर निर्भर करती है । भ्रतः प्रमेथ सिद्ध करने के लिए हम सिद्ध करें कि अनुक्रम (8,.३) सेंक लनीय | ४, /५। 
है | उपप्रमेय 3 से यह सिद्ध हो जायेगा, यदि हम सिद्ध कर कि 


अर | 59.» | <<_ ००. 
/2॥ 


माना कि 


कि हः । 
४5 ० ने 
5९ ४ १) न बिक! 


न है ना /2 हर 4३ 
७» एक नियत घधनात्मक अचर है । 


(3-]) में ०» के स्थान पर ०+7 रखने पर 


7 0(] )|; 2800 


॥ 


० | /(0) |४५ 





-+ (2(0%/8+ /4) ॥ | (9) | थे 
प्र 
-- 00027), क्योंकि ८८" ४० /)) लेबेग समाकलनींय है 


0.-++ | 


| ७, 3 तन 
(3-3) और (32) में १० 87 ऊाए 3, या हैक्‍ल 24 खने से 





एवं (2-3) का प्रयोग करने से 


/,-+ 0(0%/2%7/4) हि 2-४३ ७०/४-४४ | /)) | 4४ 
न दरें 
-+ 0(0०४१+१/) , 
फिर चूंकि )-३-३०-+-२, अर्थात्‌ 3--] >३3०+ ४ जिंससे कि 


0 
/। 


॥50(#०/भज्ा॥ | ८78 ;०/१-५ | /5) | ०) 


00 
ज््ड (2(४2/१77/4) |. 87.05 0280/6%4॥88 । (६) | थे) 


++0(/%/9+7/4), परिकल्पना (2-4) से 
अतः 


ठ) । 5॥-2 | -+0(]) 2202 
4 छः 


है] 2 


-+0(), परिकल्पना (2-]) से . 


लागेर श्रेणी की | ४, /५ |-पंकलनीयता का स्थानीय गुण 9] 
कृतज्ञता-जापन 
लेखक डा० घनश्याम पाण्डे का अत्यंत भ्राभारी है जिन्होंने शोध पत्र लिखने का प्रोत्साहुन 
दिया । 
निदेश 

. चौधरी, भ्रार० एस०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 975, 8, 89. 
2. फ्ेगो, जी०, 070808णा0 ९०५४०7795, 959. 
3. भट्ट, एस० एन०, प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइं० इंडिया, 962, 28, 767. 
4 


हार्डी, जी० एच०, 2ए९ ४8९) 8९68, 949. 


४]]930]3 ?875390 /॥05370|॥3॥ २5६7|८9 
४०!. 9, ३०. |, |॥५४/५, ।976, ९३४०५ 93-96 


माइजर के 6-फलन के लिये कुछ न्यूमान प्रसार 


फतेहसिह तया बी० एम० श्रीवारतव 
गणित विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, रीवाँ 


| प्राप्त-नवम्बर 26, 975 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में न्यूमान श्रेणी के रूप में माइजर के 6-फलन के लिये कुछ प्रसार सूत्रों की' 
विवेचना की गई है। प्राप्त प्रसारों से कई ज्ञात फल भिलते हैं । 


$0879९( 


30९ ल्पशात्रात। एाप््ाडंणाड कि. शिलुंशड ए -किलांगा,. 8 ४7. गाए 2॥0 8. ४. 
जिवापद्राइ ता, 007०0॥0 0 ४७०08, (70एटफराला 2िशां।ध्टायाडू ९०0026, रिटए४०, 
बात 207040076%॥ा 0 ३॥॥60९४०४, (70ए४0॥07 50070९ (:0॥62८, रि०७४७. 


हक 078 80७7 शषा])078 #कएर त980085९60. एशथं। >एशाएंता विराट 07 'रशि[07/5 
(-पाला0), ॥ पल (68 0ी िल्णात्षा। 5९१९३, है ॥8 गॉलिल्ाओहए क्‍0 0206 एशा 06 
808 0960 व एड ७8900 ॥8५06 ॥॥6 20ए४७॥088९ ० ४७0३ 7९१प९06 (0 7747५ 
7050]08 06/-40 ॥09/. 


. 0-फलन को श्रवशेषों के योग फल [2, 9. 208 (5)]. 





॥॥4 /४। ि 
बज की... हे 7७/-०) | 7-०१) ु 
। / /6भ], हु हा | 
6," हे सन 2 हे ० 2720 (!') 
हर (एन. 
!] है: हो 9 | [५ [-- 6 ; हे 8,) हा (6; , 0/,) 
/७॥)॥ 7. | लगे, 


|| न 8॥, ५४ ध.. ४०७ ] शाप 8॥-० 4/ 
* न पी 
८ (2 ; (--)7707# 3 
] । 8॥ ध् 045 सी हु कर [ | 6॥ “700 9 


94 फतेहसिह तथा बी० एम० श्रीवास्तव 


| /9<4 अथवा #चचव शोर | ७ |<< इसमें से किनहीं दो (/:5|, 2, ««« !!४) 


के रूप में व्यक्त किया गया है जह 
) छोड़ दिया गया 


में एक पूर्णांक का भी अन्तर नहीं है। “' में डेश सूचित करता है कि गुणक /(6/--4/ 
है। /” में तारांकन से प्राचल 6,--०/+ के छुटते की सूचना मिलती है ! 


2. ) के समस्त मानों के लिये, जिनमें ऋण पुर्णाक तथा शून्य अपवाद हैं, प्रसार 
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] 6 ५ । दे | /॥) 220॥ 2: _ (१2/). 
जु/ %,३ सिंट, » 40027%6 ज्क+% 
।0,3555४2% 
थ्र 3 + 88 + ४) /(20--20॥ + ४) 
लः 
है --॥४, 20208 4 ४ +8॥--49, «७ ? +॥--4/ | 
2 (5) #+2२ीप घ (० ])//77"-॥ , (2 ] ) 
0 -0/॥ -+ २५ है 8/॥--95 १९६४९.) की १3 हक | | 0); “720 


और /< 4 ग्रथवा 9-4 तथा | >2 |<; 


(८ ; 
7 7१७।--8,) 7 ?(।-०;+४/) 


« 2डनलन+सल 343 + 24कमककमबल-ज>४१ममकत) +कोगकानर,.*+भअफप4तकक ७-३० नलतक आना 


१6 7॥, 





“ (॥) 5८ 
9 7  ! 

7 72((0-४2/--/४) (६; -- 8॥) 
/च्य]2+- 3 ब्माकओ 

(2-]) को सिद्ध करने के लिये इसके बम पक्ष के 6-फलन को (-]) में हिये गये अ्रवशेषां के 
योगफल के रूप में व्यक्त करते हैं और ज्ञात सूत्र [3, 9. 98]. 

7 हे 7 कि, कर ८ ) 
(5 | जय) ४2० 0-7) 6५ 0) कक ए: 

जब 9----] की प्रतिस्थापित करते हैं और एक ही बेसेल फलन वाले पदों को एकत्र करते हैं । 

ऐसे ही ज्ञात सूत्रों [7, 9. 38, () तथा 9. 5], ()] से सार्वीक्षत न्‍्यूमान प्रसार 


७ (2+-20॥ |-22)/ (१-।-20॥ | ४) 


दे ध,, ७४००३ 4/ ३४ 

70, 

2 6 , [४ न“ 40) 2. 
णे ४4 ॥/ 2 (+« 0 ५ मर 





8,, .... १ 
[--8४, २-+-20॥+7%, 4-:-98॥--०१, ७ ।-| 8॥ -4॥ 


>(/,५३७/,/+2४(22) (+शी द-7 । ह ( )/ ॥ ॥।|] ४ 


+8;-8, -.. ॥ --७ 7- 2॥--॥ । 


(2-2) 
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मेक 536 92९70 ॥(--2--20/)/(व -- ७ + 8 
य | 0 ! रण 9, 9 ४ ( नवन200)2 (0 7 28) 
यो! 0 5 |टल _ 2,400(कपट्रे लिफभन टिक) 
84५ 20052. 8, 
०» (२ + (-+० 20॥ 20) (»-+- ॥४- 20॥) 
हि का 2 आय - ' - ०) +0/+॥४ (5) रण 0/+ ६8४ (८ ) 


नगाह, मै +टेन॑-0॥ [+॥--०॥, है + /«-2//0॥- ५, ।-+-2/--०,, 
26 #+4ररीक क१ 
$8(| + मै ॥४+ 208), ३(2-)2+-॥०--20%), | +०#--0।, 
9 [ -+/0॥-74/॥ 
) (-- ] )/-॥४ 44 ४ (2*3) 
बे +-8॥, --+ 80 4 
क्रमशः प्राप्त होते हैं । सूत्र (2.2) तथा (2.3) तभी विद्यमान होगें जब #< 4 या 24 तथा| १22 | <<| 
तथा १ और & से समस्त मानों के लिये जिनमें ऋण पूर्णाक तथा शुन्‍्य अपवाद हैं । 


3. विशिष्ट दशायें 


इस अमुभाग में यह दिखलाया जावेगा कि किस प्रकार साहित्य में विकीर्श अनेक ज्ञात फल 
श्रनुभाग 2 में स्थापित फलों वो विशिष्ट दशा के रूप में पाये जाते हैं । 


() जब हा: 4, #ः८/), 2 0 बजे १-| | ढ़ारा 4; की [-- 4| (/उ४3, 2, .. 7०) ढारा ०; को [--& 
(/:-2, 3, .... 44-) द्वारा, » को --< द्वारा प्रतिस्थापित करते हैं और गुण [2, 9. 2!5. (7)] का 
सम्प्रयोग करते हैं तो सत्र (2) से फल [5, 9, 895] प्राप्त होता है जो #<45-, होने पर स्लेटर 
[6, 7. 028] द्वारा दिये गये सुविख्यात सूत्र को सन्निविष्ट करता है । 
(॥) ऊपर (0 में दी गए विधि से ग्ग्रसर होने पर (2-2) तथा (2-3) से हमें क्रमशः निम्नांकित दो प्रसार 
प्राप्त हो सकते हैं । 
८५ .$ ६५ 
दर ० (0-६ 20) (मे --8/) 
8४ + ४! । न | खेल (2 2४)/ (१-४) री आर (2 ) 
// 


४ ४ 
शक उ#० 0 


“-+0, है + ४, ८., ---५ 4/ 
है !! । 9 ५ 9 4 


8, ..> 20 


है () 


(3) 





रे हर ५ 6.82. /([+%3)/([+ 0 # / (2/४ 
" (2 ) /* 0 222 (2 -|- |») (८००0 


॥। ॥ के + आह हल ॥। हक 


न ४, | + है; 4 नै ॥५ है (0-7३, 44, ..+ 4५ | 
४४४)१४ (2) २, ५ ४ (४) /+३/ ५३४ । -. (32) 


3(]-- 2-०६)» 3(2-+)०॥)५ 03 *--७ 20 


96 फतेहसिहु तथा बी० एम० श्रीवास्तव 
जहाँ 7&4 या #>-4--] तथा | ४१४१ |<<]. 


अब बसेल बहुपदों 


((९) 


(25% (-॥ [4० | 6६ --; 2४2) 


की परिभाषा से हमें 
| “5, +ौआ, -[-०-| # | 
!) | ९ [ बा / आड 2 6। ] /0)% [: 0 के 
7 (2 ( -9) चल नम (7 2) 859 9 | 
१ 7 (०0 * | (, --००-/८-- ४ 


प्राप्त होता हैं और डिक्सन के प्रमेय [2, 9. 89 (5)] से सन्तुलित ग्रस्तिम ३४५ का योगफल निकारमे 
पर हम पाते हैं कि 
क्‍ | ५ 7 |... पे क्‍ 
५2902 आल) हो जा 0 हिल हल हे 
४7७४” (>- | हा आ 
' | ' (4, है 


(3-2) की विशिष्ट दशा ४+-७-] ]--4,) _ /८८5। | » से सलाम तथा कालिदूज [], 9, 57] द्वारा दिया 
गया एक ज्ञात सूत्र प्राप्त होता है । 


यदि हम ४ 50, 4७-], 8,5-] --३ » में (४) को बेसेल फलन के रूप में व्यक्त करें तो (32) भे 
ऐसा फल मिलता है जो! में प्राप्त किया गय्रा है और जो क। लिट्ज के फल [4 


» 7. 36] के संगत । । 


पुनश्च 0-0०-- --2, 4, र-्त्र() + ?ै+ ४), 4( ८ (2 [6 | -/4)+ 6 ध्य्य | | ॥, 2 73 ((५ 
98 --)ै+/ के लिये दाहिने पक्ष में ,/ को जैकोबी बहुपद के रूप में व्यक्त करने पर फल (32) मे 
कालिट्ज का एक परिणाम [4, 7. ।33] मिलता है । 
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करना और इन्हें इस फलन के छिये कतिपथ प्रसार सूत्रों की स्थापना के लिये प्रयुक्त करना हैं । 
2054८ 
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[. भूमिका 


इस प्रपत्र में दो चरों वाले सार्वीकृत फलन को निम्तांकित द्विगुण मेलिन-बार्नीज प्रकार के 
समाकलों (मित्तल तथा गुप्ता 4972) के द्वारा परिभाषित एवं प्रदर्शित किया जाता है : 


; 4 (६; 9 मुह 4) 
2, (2 ((0/; #,, 7.) 


77, #४ | (०५, (५) 


7०, 9) 4 
अटल कि रत |, 
77, ४ | (०५५, ०//) ह 
28 4 (0४५ ५ /) 
>लक हि, (0, 70. 0-2०) - था "हाफ का (0-) 
है । 2 


८] 
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उ॥ 7(]--- 6 “458 -+- 277) क्‍ 
जहाँ १9(5, ]क्‍ल्‍--+_---++++++ 


व (6&6-4६४- २४) 7॥77(!-686;-- #/5-- //) 
कक 


जे /(4/-०9४७)77 7(।-८ + ८:५७) 


(8) -२ 
ह गत-क+7) 7/_ 7(०-०॥) 
प्ब्या न, 
४ 7((-%४) 7? 7(--०;-- ०४४) 
20)7 5024९ 


7 - तप कल) 


ख्य कर 
» तथा » शुन्य के बराबर नहीं है और रिक्त गुण फल एक माना जाता है। 


अनणा पूर्णाक ॥, ?, 2, #, #, 2, 4, #४ , ४, // और ०५* ऐसे हैं कि 05:/४:5४, 0::#5 /, 
0४79, (220, 0&#<€:4, 0&#/€4” तथा ०१ और 4, #, #, #, 2, 2 ये सभी अक्षर 
धनात्मक हैं । 


कंटूर 7, तथा 7. उपयुक्त उंग से परिभाषित हैं तथा समाकल्य के सभी पोल सरल माने गये हैं। 


वे प्रतिबन्ध जिनके अन्तर्गत फलन (५, 9) वेश्लेषिक फतन को दर्शाता है तथा ([.]) में 
समाकल अभिसारी होता है मित्तल तथा गुप्ता ((972 9. 9 प्रतिबन्ध () से (शं) तक) द्वारा दिये 
गये हैं। इस शोध पत्र में लगातार यह मान लिया गया है कि दो चरों वाले सार्वीक्ृत फलन द्वारा ये 
समस्त प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं । 


हम निम्नांकित संकेतन 


0, ४ (4५; “%, 42%) । 
24 (8५ 5,, 2५) | > | 
प् । 

हि 


का प्रयोग यह दिखाने के लिये करेंगे कि ... द्वारा प्रदर्शित प्राचल वे ही हैं जो (-]) में #(४, )) के हैं । 


अजय 


आग (०७, 4५,/६) द्वारा अनुक्रम (७, 4,, #) (4५, 4५.80) तथा (०५, ८,) द्वारा अनुक्रम 
(०५ 00)...(०५ ८) को व्यक्त किया गया है। 


हक. 
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(-4) की विशिष्ट दशायें 


()) यदि हम (:]) में समस्त ०. 8, 4, 8, 2, 2,, 5, तथा ४ को इकाई के तुल्य मान लें तो 
ए(५, 9) अग्रवाल (।965) द्वारा प्राप्त दो चरों वाले 6-फलन में समातीत हो जाता हैं। () में 
प्राचलों के और अधिक विशिष्टीकरण से ऐपेल के फलन #,, #,, 7", #, तथा कम्पे द फेरी फलन #(, 2) को 
विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त किया जा सकता है । 


(0) (-) में 7- 2-0 रखने पर म#(७, »)) दो फाक्स के #-फलन के गुणन फल में टूट 
जाता है । 
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जो 
ह |, 2॥,/$ ँ 
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(॥॥) १8 च्द्ड ५ हिल 04 न | ५ है 0022 ८: 0 म्म्म प सम 2 ८८८ () ल्म्न्), रखने से (] ) निम्नांकित में समानीत 
हो जाता है।?! 
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2. हम निम्नाकित समाकल स्थापित करेंगे: 
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(8) | ५]-->०7॥ 27 (25-]) म्(7४, 2) 4५ 
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ः घज॑2 (--/0, 2)(--7४/--/<+ 7, ॥/)(०, ०८%) 
>> 79+2, 4+2 | (4५, 2,)(० न ४--॥१ ० ।/2, #ै)(--४--४-- 7--/2, /) (22) 
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उपर्पत्ति 


(2')) को स्थापित करने के लिये हम (2:) के समाकलल्‍य में पाये जाने वाले फ-फलन के स्थान 
पर (-]) में से ह्विगय मेलिन-वार्नीज समाकलों को प्रतिस्थापित करेंगे और श्रान्तरिक समाकल 
का मान ज्ञात सूत्र (एडेल्यी 954) 
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की सहायता से निकालेंगे और फिर प्राप्त होने वाले समाकल की विवेचना (:) की सहयता से करेंगे । 
इसी प्रकार समाकल (22) को भी सिद्ध किया जा सकता है । 


3. प्रसार 


जिन प्रसार सत्रों की स्थापना की जानी है, वे हैं: 
(0) &४ स्(४, 2%*,) 


_ययएओ) 8 0+कोस | 75 ४+2 
१/ग. 59 


(80); /,, 20)» (' “० 7, ह, /)(-- # डे ४- /, /, /६) ४). 
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दो चरों वाले सार्वीक्ृत फलन सम्बन्धी कुछ फल 0] 
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माता कि 
/(») ध्य्ण 0 (7(४*, 2,060) ४+ हु 7. | (2.0- [) (3-3) 
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यहाँ है (20--) एक गेगेनबॉर बहुपद ((०)) 7. 279 (5)) है । समीव.रणा (33) बैच है क्योंकि /(0)' 
संतत है और विबृत भ्रन्तराल (0, ]) में परिवद्ध विचरणा वाला है । अब (3-3) के दोनों पक्षों में 
० 0 2030? ८५ (2४--]) से गुणा करते हैं तथा » के प्रति 0 से ! तक समाकलित करते हैं। 
समाकलन तथा संकलन के क्रम को परिवर्तित करते हैं जो दाहिने पक्ष के लिये वध है, तो 
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जो /७)>--/2 के हेतु बंध है, दाहिनी ओर तथा (34) के बाई शोर का परिणाम (2/) के लिये 
लाम्बिक गुरा का प्रयोग करने पर 
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(33) तथा (3:5) की सहायता से हमें प्रसार सूत्र (3-) प्राप्त होता है । 
इसी प्रकार प्रसार सूत्र (3-2) को भी सिद्ध किया जा सकता है । 


4. विशिष्ट दशायें 


(0) (2:) में 2-- (2--0 रखने तथा (:2) का व्यवहार करने पर 


५ ४ (८/3 (५) (०, /५ ०१) 
| ४/(--७)०१/ ८, (2४--) (,, । । डा ॥2 85 । “ | । हु 

















४ हे £, 4 | 
(4६५५ 20) (/0 /9 )॥ ) 
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न ८) कं ला, (6 ८ ) / 
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(77) #/-ध्‌--|8, -+] आता 9 +४२-२०-- (2--0 रखने तथा पहले ((:3) फिर (2-) और 
(3-4) का उपयोग करते पर हमें क्रमश: प्राप्त होते हैं 


दो चरों वाले सार्वीकृत फलन सम्बन्धी कुछ फल द 03 
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(43) 
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(44) 
ग(फ+औवब/22)) >> २ 4/2, ( < ]...00), /(0):0, 7-0 


(५) हमारे द्वारा स्थापित समाकलों तथा प्रसार सूत्रों की सहायता से कई ज्ञात तथा कई नये 
फल प्राप्त किये जा सकते है । 
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सावीकृत बहु परिवते के समाकल निरूपणों पर कुछ पअमेय 


वाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 
सम्प्रयक्त गरिगत अनुभाग, इंस्टोच्यूट आफ टेक्‍्नालाजी, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राप्त--सितम्बर |], 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में सार्वीक्ृत बहु-परिवर्त के समाकल निरूपणों पर तीन प्रमयों की स्थापना कीं गई 
्ेढ ओर इन्हें ज्ञात फलों के प्रयोग से सिद्ध किया गया | । 


है । | 8 ह।  ७|। 
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है जै. शिफ्दाएँ वाते 8. ४. ऊतए), /9]एप शवतीदाता।ए४ 9560॥00, वीशापा& 0 ग€ट70)029५, 
9, ॥. है... शक्षाधा88. 
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]. विषय प्रवेश 


इस प्रपत्र में हमने बहु-व्हिटेकर परिवते के समाकल निरूपणों के शंखलाबद्ध ग्रुरों की विवेचना 
की है जिसे निम्न रूप में परिमाषित किया जाता है । 
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परिवर्त (!:)) के समाकल निरूपणों सम्बन्द्री प्रमेयों में हम प्रसाद तथा पिहाथ द्वारा सार्वीक्षत बहु 


परिवते के लिये नीचे दिये गये फलों का उयोग करगगे॑ । 
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सार्वीकृत बहु परिव्ते के समाकल निरूपणों पर कुछ प्रमेय ]07 


परिणाम (-2) प्रसाद तथा सिंह /श का है । इसे एडवर्ड के परिणाम [2, 9. 0] से व्युत्पन्न किया गया 
है जो नीचे दिया हुआ है । 
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हम [#(0, 2७५ --७ 5) का अयोग बहुपरिवततें के लिये करग जिसे निम्न प्रकार से परिभाषित 
किया जाता हैः 
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श्षि !. 8. है / ) ण्त्‌ (८७ १४) ) /ी 
४ [गे (484 गे | | ॥ ग (>:] /4;) ५ 9 ४८95 3302: 0/) गा 4०८; ( | '3) 
हद का हे 


|, 7! 





(६५, %)) 


इस प्रपत्र में हमने तीन प्रमेय' सिद्ध किये हैं जिनमें #, ,, ः 2 (७0/4))/ | के समाकल' निरषणों के 


विभिन्न प्रकारों को प्रयक्त किया है जो समाकल्य में दिखाई देता है। एक अपेक्षतया जठिल उदाहरण भी 
प्रस्तुत किया गया है । 


2. प्रमेय 4. 
यदि 60) --2/ कर 7 [/5, ७५, -... ४५), (2-) 
तथा 80, 2) -2 477 ॥ हट था ०७ | ४2! (५/०)१ग 
से जल 
26 (४, जाब्जशी 7 0 0 २४४ >0| (22) 


[07473 


तो $(४) आग | ८:2///277/29(8, 2) धंट, (2-3) 


808 वाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 


बशर्ते कि प्रत्यके ४४70, (75, 2, ..., 7), 0< 2 (०८॥/4))7|< ००; 


च)>09; औ(-#-+का-३)-0; ५, ५, .... ४.) संतत है यदि ४। ५०0 
प्‌ ५)); /१(8:)->0; 0, ०१7०0; | काश ८ । <दुएक -.0 


| 
न | 


तथा ए+>- 3 0 ाणए «७.० 9; -- टिक 52 के आआ 
2 गीत $ चूत हज 





०न+-0[ 4 +७ । 
गजल 8 न अल 


€ ७0. . 


--0< /२ ( ऐड 3; 6 च्ययया] # ।क्‍ (55, 2, ..../); 


रिया 2 (+ 7), कला, 2, ..., 8) और 


| ४ ६([+ 9 07 
0 हि ४] (ट, (7,००४ बशरते कि (८), (8; ):>0, 


नव 
५० )-0० यदि »; लघु हो 


प 
| 0 (८४४ (7; 4] )/| ” बशर्ते कि ॥१(८):--0 यदि 5; दीर्घ हो 


| 
। 
(305 95-०७) २ 


और इस प्रकार से (2-3) में सम्मूत समाकल परम अभिसारी है । 


उपपत्ति: 


, 
#%५, » (४) के समाकल निरूपणा का उपयोग करने पर जहाँ 2₹« । ।क्‍ ट (54) ४ व्हिटेकर तथा 


वाट्सन [9, 9. 340] 


4/2.2 260. ॥ ]/24-॥07 
97, 9 ॥)7 (2) नल गतु-दछकफ) । १4 दिााज (447/8 । ! ८” न ८३४. 


जहां /((--३-#)<0 तथा कोई पूर्ण संख्या नहीं है तो हमें 


है जे के 
800 «पी यट  ( 00/कोशतो 


/ | 6, 

, ९२0 | | ० (४॥/4 )/ | ० (0४28 )7१ हे 

>< 659 | हरे | “ (0 4))/ | | हल लिप लिस्ट स्क जिजजई पथ आलभन सता कल पर अा 
बस रो ४ (ै--/८- #7) 


सार्वीक्षत बहु परिवर्त के समाकल निरूपणों पर कुछ प्रमेय [09 


हे ् कि 
“(73 /3--+॥ 0५ 205 02227 / ० ० ___ हि (डिनीए/ डे 
(476 ४ ( [ ह' । 2ल्‍७0७७७ए७एछछण शा 277 77 


बी । | / । 
 </ (35, 4;)/'*. 
7 ( ४ | 


गा 
बर्ड 8 । ६६०५ १४)) 
है ये ० हे ता 4 ध्हु | || है + न रु । / न्‍ा 
3 गे ला )४/| /(0५ |५३४७७४१) 77 धे४+, 
(४ %)) ॒ 


हल ध् | 2 
प्राप्त होगा जहाँ प्रत्यक 2; :>0 तथा 0< (0 4,)//< ००. 
५ न है 
उपयुक्त ब्यंजक में पदों को पुनर्व्यवस्थित करने पर 


[/: 00 00. 8? /+ | 5 
८; ( |) ><८ 38 कक आहत, | 78॥ कप ह ते न कमी 5] 0+# 


0 ॥7 


: ह (०७ १) 
हा व ४ गा है अंग / री सा कर ५६८०४९४४१ 2६ 
न ्क की के, | शक (४३ ८! 27; । ्, ४ हि 7 कै ह। | छा (> ४] 4/)/] 
ह कं । 


। ह ((थं.., 6:)) 
हक [ / प्टा 
00% ह हा अ धर | हि ०६-3/8 47 
है ! * ६) 
4 (०4 /2-+44॥ 
धर ( | 3 ली "० (2-4) 


है 
| ि पा (-(.//6,) 7 | 
है ४५ 


आच्तरिक समाकल में %7 -- /7 रखने पर और क्रमशः ४; तथा 9 के प्रति बहु-समाकलन के क्रम को 
बदलन पर हमें (2-3) की प्राप्त होती है बशरतें कि (2-3) में उल्लिखित समस्त प्रतिबन्ध तष्ट हों । 


>. प्रमेय 2. 


यदि ७(४)--3/977' [/ ८, ७, .,.. ,)] (3-]) 


हे ह। के ! ह / * हे 
तथा 8(/, 5)-> // | (>7/4))/: | ९59 | “5 + (९॥/4))/४ 208४0# | 
था न क 


है 
57808 #6 ०१ (। (.॥/4 |) 2४ 008॥% | 87 कक जद ४) | (3'2) 

ष 9 । सार 2 के । कै ४१५9 (९ ५ ल्‍्ा ५] 9 ( 

तो ९१(7)572/'५ | 0 डिश 278 (0०087 22) आ॥]772 2 2(7, 2) त-, 0] 


40 वाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 


बशर्ते कि प्रत्येक ४7770; (०५), 0(87):->9; ०, ०770; 0< » (व ;7/< ०० +0(2,)>0: --१</२ 


् 
0 ३ 8 8 है व है। स्स्ज 


हि | है 2 +ऊक-रेश१३ |<-8; क्0 | थड़ ० [एक ए>0, ०, » # 


युवेबत हैं; />9, &# --७ है7) परे है यदि ४;>>0, जहाँ 


0 77 ०7 [2 0५०)! |, बशतें कि 7(०/),२(३)70; 
ता 
#(०)>0 यदि ४ लघु हो (४5-, 2, ..., 7) 

20, 3५. +*5 
0 ( (2 0५/०)! | बश्तें कि “0५ )->9 यदि <; दीघ हो 


( सिम ] 0 200५ > ही कक ) 


सफर ++ नमन क०->०३३-१५०-3० कक. >०क--+.. 3+म मम >न्‍म्थ, कि. अटल मी ता लक मील बज जी न लत लकी हज 


और इस प्रकार से (3-3) में प्राप्त समाकल पर अभिम्तारी है । 


उपपत्ति: 


क्र, » (2) के लिये माइजर [4, 0. 599] द्वारा प्राप्त समाकल निरूपण का प्रयोग करने पर 
फ्र५ #00०20१ | थफ [-३२ अंगाए 2 ॥ 0५ कैप 
५ 2 


--97५9 $ 
> [> 0०0४१ 2) 9:%-44 (००४॥ 22) शंप्रा९५ 2 बट, 


जहाँ &>£0, | शा |>३3४ तथा (3-]) में ॥(0७५):>0 तो हमें 


09 9 7 (४.--४( ह# 9] 0 27 ) 
४()-- ( कै | 8 (<, (पॉण)/| ्ड0 ॥ -- डा हु (0/57)£ | 


०0 [| ] 


॥' । 8 »)) 
ऊ( छः 2) स्‍ | 7 रे | (2; | 8 ) | । 8 । | 
हे ड ल्‍ (४५, %)) 


5 0 कं कक 
8, कब 09/०)/| ॥॥॒ 850 [3 ० (वि) 87 | 


६१९ 7" के 
>< ४३.),, $ - *ै५७ (! बह (>> दवि))7 ०08 | 
है। 


मर 
>क-4|8 (०0४॥ 22) शंध्रा?१३ 2 वेट 70, 29, -...ै, 30) २ व. 
बा 


सार्वीक्षत बहु परिवर्त के समाकल निरूपणों पर कुछ प्रमेय !!] 


प्राप्त होता है। दिये हुये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत उपर्यक्त व्यंजक में समाकलन काक्रम परिवर्तित करने पर 
जो कि वध है, हमें 


0०0. व-.20 00 
५(7)5-27/ ४ | 0, (०087 22) 87/॥7*2 45 | 2 | 8824) | बे (५/०)# ह 


0 [नव 
है रे | प्र ड ं 
> 69 ।क्‍ सन (>८॥/4,)2/ 008॥* ध 9006 है. 7578 प् >> (>0/4))2 00०४4 2) 
म्स्स है। झा, 


(०५, %४)) 


घट ि हे 0 पु ये 
् 2 हि | छा जे) (2 (25/०)# 7 
के ([4५, 0,)) 





४ / 
/(>०, जप 20, 5००५ 30.) है 4३ व 
है। हि 


०00. 7--2%५ 
5 | 200-7/8 00४॥ 22) था? 2 80, 2) 42 
प्राप्त होगा । इससे प्रमेय 2 की उपपत्ति पूरी हो जाती है जिसमें 800, 2) को (3-2) द्वारा दिया जाता है। 


4. उदाहरण 


माना कि /(>3, 3३, --७ 39) (7 खत || (जा ०2)४] 
हे 
( फ्र्या ०० ० १ ७,+० ./- ( ? ४ 
तो ४0) -क कप (व, ७ "जख्मी | «का | (2 (क्‍ाब्शी 
0 गन] 


7 ॥ हो 
णफ (-3 2, (गो) #७७ 2 09/०)/) 
हा (हल 


(०५५ 9४)) 
त' (५५०८३ 2६ 

>< मर! ह | ॥॥॥ 7 । < (>|/4)) | गे 94224 
9 हि 


है आंत 





(4७, ०)) 
अब प्रसाद तथा सिंह” के ज्ञात फल ('2) का उपयोग करने पर 


| | अं) ट (9०) ९४७0 [८ भरा (2, (0५/०/)/॥ | 


0 0 हा 


॥॥4/४५ 


च््ि 


॥। 8 (०५; 2४) 
4 क,, !22 ६; 2 (2८ (०) 47; ० ८0ंया ल्‍ 


४ | >> (>॥/4))7 ॥|। हे पे 


]2 बाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 


/. 68. । 
| (|- 
ये 4/4-&/ हि 2 )$ (८७ 72)) 
९ 2 /+ 8 + थे 
ध्ल्ाजाजजजणण--ः 42 | -#// 

7 ४३ के 2, ॥+ हर थ 
7 20 हे, 
है * ! ४ 

((५/ ९/)), (6--# , #”'), 
(3-777- 4, #), (८, ,२, १८) अल 006 75%) 
(4/- $ 0/५4)+ ---3 ध., 0), ([[-+०- #, #-. ठप) 
श्, डर ) ते है है| कर - /) अर (० अधथ 
जहाँ # क्॑तएई हा /5 (0१ ) तथा (-2) में कथित समस्त प्रलित्रन्ध तथ्ट हो जाते हैं | 
| [*+4 8 है 
अत; 
7! हि ५ ह 
कि क्‍ ५ - द0 उ7 (०७ 28)/) 
3 कि कि पी एप 32720 “ 
(४) जज (र ) धर 6] 2, ७ | $ ; त 6; 
| 
लय | ((४,. 0/)|. ( ४ , /४ ) 
(3 | # ९ ८, (८ कप १ १) की । १) न (५ १५०) 
(4 |) 


(४,५ ]$ 0५१) # ०:१३ (थे, (का [ | नस जन रा हे को हा हे 5 ॥॥ । ) 


छ ध 5 हक के 5४५ /+ है [४ 
87, 2)-5 | ४ | जज ४ (:(:/६ )//) है ० 
0 
ह डे, 


हि ॥ दे म 7 श् 4 + 
“०फ (कं 2 एा|ब)8/००शीः |! 00%73/8-0 । 4 (0]वी / 0० 5| 
हा जज 


ही ्ड 5 23 हि | / 7 (८७ %॥)) । हे 
#ब, ५ | / #€णीई 2 00आई 2 क7 ४। 7 4 22 (>/4))/४ , । (4 
| है | 5 ४ हु | ;ढ ४ गा 2 
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लार्वीकृत बहु परिवर्त के समाकल निरूपणों पर कुछ प्रमेय 3 








7 ९, .-+- (0, . पक 
र् 4]२ है है. 
कं » 7/+€+2 ४... 99. 
दर 3 टी“! 77 ह 2 तो]! ह 
पर (४ 560/* 2) #+++ 3, ४+2 | (४ $6०॥7 2) पा 4; 4 
कं 


. ७0 + // 
[0-7 72) (५ १0) (३८७--7, 227, (4३४७ १३४७; --७ (०७ ० 


[((4/ ०/)), (&#-+ /७गाई /:), (4/+५ 0/५व)» *००१ (4, 0,), ( --70--० “श9- ६ , हा ०) 
(4-2) 


अत: (3-3) में (4.4) तथा (4-2) से (7) तथा 8(/, 2) के मान रखने पर 


जं 


॥ ऋ ०-5 
3 तमाम 


ठ्ठे 


रा 


बल 


का 2१2 । है 2९ ठ्जार 
| /270-7/2 (008॥ 22) 87]72"8 52077%४* /> 
0 


पे ५७ 8 8, (--2, 0१) (६ 
शप 2 /+2, 0+-2 | ५९० 2)772/ ५ | न (( 0) 52४) (८५, »४))5 
हो ' ((६/, 0/))+ (#&-] शैू “7. 7७ /), 
0५:08 >3े३-#, 2") (०. 2६.8), ५ (व्क १४६ 
धंड 
(4०% कैफ, "० (2) कै [>०-०-)े॥०-४, 7-०) 
ध 748४४ ०, हक 200 0 
न्‍त9/722 /प॥4++2, 7+2 05 हे छः ् 
लग. ((4/, $,)) , (#-- 7, 2” /) 
(८५७५ %»2)), (3 ::॥7 --/(, रु री (८५ +75 १४+१)+ *०+ 9 (2७ हा 
(000३0 «70 शी। 2 # ८) 


7 तथा #” यूव॑वत हैं तथा प्रमेय॒ 2 में कथित प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं । 


». प्रम्नेय 3, 
यदि ((४) सन ववडीप [2८५ २८2५ 02, 20/) |, (5') 


ह /' )) 4/2 4 ॥ 
तथा. 8(0/, 2) कवर है न (.0/५)/ (235 | ४० (0/०/)# 
कर. सिर 


.... > ०4००० नन -- व५०नननन “2 -रनप>नपनपन- >थ+ “कम 2 नकनन-3- ना सनक 


।॒ 
| 
है. 


१ हु हे 
22 05 | 72 0५/4)/< ] ५, २७, ...; >)) | ह (5-2) 


$, 


है 


किरि ले 


4 वाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 


८/7॥/4 
तो 30 कक 00 इक आर पड वाह | €क 27% 802) 45; (5-3) 


बशरतें कि #(६-/+8)->0. /0600->0; 7(०), 2(8))>0; प्रत्येक श>0; 0: # (६/०)/ ६:०७ : 
हे है जे 

का 'तत फन्नन है 

0५3 5७ --७ 5.) एऐक संतत फन्नन है यदि ४;>0; ०, ०,०0०; | का& ८४ [< ०7%, (/0; 


+ 67 व 0 हा टड 
5 तर 48% का |-॥#7 ) 


| 
(/ज>< 0०-- < 09:--2/ )-ा < 2४ 77१< #? ( जज न 
छू मु 2 


नव लि? हा । 


<-); ० नया 7? ( - ५ (/55॥, 2, ..., 7); /85-॥)85 कै] (हल) ५ 2 ४55 7) 


तथा 

४ रा कक, 07 
7 ० (2, (>;/4] ) था | बशत कि 20८, है /१(8; / ) ०.२० () : 
522 /९(०):>0०0 यदि ४४ लब हो 


7 
| ० [# 2 0६/०)४ | वश्तें कि 20/४)>0 यदि :9 दीप हो । 
तथा (5-3) में इस प्रकार से प्राप्त समाकल पूर्णाया श्रभिसारी है । 
उपपत्ति 


#&, ,, (४) के लिये माइजर [4, 9. 299] के समाकल नसिरूपण को ७ प्रमह्ठत करने पर 


2 /3 
4 (! “ (>]/4])2 | 

फ्ः का 
फ् ग हर के ५ 2६४3 ) ही ) हक है| ५ 7 े )॥ 
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>< ह थ ...2 + । 
५ % ,.... 3८.) 77 धर |! 220 | है रा ( /.» (४//५))/४ ०) |) ््रट 
ढ़ ग्ण्श 


2 


सार्वक्षित बहु परिवर्त के समाकल निरूपणों पर कुछ प्रमेय 45 


प्राप्त होगा। उपयुक्त व्यंजक में बहु समाकलन के क्रम को बदलने पर जो दिये प्रबिन्धों के श्रन्तगंत 
वध हु, 


4 7/45 - 60 2 न 00 ५00 7 (४.-३॥। ॥# ,) 9;४+7/2 
समय 77777 ८क्तप--7-- “४ 2-9: धंट | ... हे, 2 
/0ल्‍फतु-हाछातत्फ-क | * ४० |. या (2 05०)»] 
॥&| 4 ०्व्‌ (०५, १४)) 
#०फ (-72 (पा०)श कं, » लक यो अर (2, 0४/०)०] 
5. जी (०, »)) : 


५ 7 
22% (24४ 2, (०/०)१ 2)| /05, २७ .. २६) 7. ०5 
नल सत्य, 
जिससे अन्ततः 


हक त  औ अजीत शो दे 


प्राप्त होता है जहाँ 8, ४) को (5-2) द्वारा दिया जाता है। इससे प्रमेय 3 की उपपत्ति पूरी होती है। 
समाकलन के क्रम का प्रतिलोमन भिम्न प्रकार से बैध हैः 


£-समाकल पूर्णतया अ्भिसारी होगा यदि ॥(४)>.0, (0३-:77--/0>0. 20 में बहु समाकल 


व 4 । द ) 
अभिसारी होता है यदि (०), /(8)):0; प्रत्येक ४। >0; 0<< हा (०४/4))/< ००; 7४, ७, ..., &, 
जाल 


संतत फलन हैं यदि 00; ०, ००0; | धछ८ट/ |<३०+, 070, 


( 


र्र्‌ 8 | ्ड ] 
न बह, कह हट कह -रव्र्‌ट पट हैं बाबा) 


। पल किये उव्य /. ए+ ०व्‌ ०7 #नय 





%&<“-/5 ० च्चयाशां] + (है, (/ल्‍्ू, 2, .. , /); 2--7785 /२ (पा -), (४5-, 2, . -. 2) 
] 


५४ 5 पे ५ )ण०ट८) 
। हे रा पद पद (.5/6))# |, बशर्ते कि (०), 7(8/)>0; 
2९(०)>0०0 यदि लघ्‌ हो 
तथा 008, “99 हैं/6 ६ हक म्स्न्द 
| 
| 
हु 


| 
हर (० कह (2/०04 | ” बशर्ते कि ॥(.)>0 यदि < दीर्घ हो । 


(73) में इस प्रकार से प्राप्त समाकल पूर्णतया अभिधवारी है अतः समाकलन के क्रम परिवर्तन द ला वाले 
पूृ्तित के प्रमेय [!, 9. 504] द्वारा वैध हैँ । 
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अर 


ई#» 


7; 


वाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 
निर्देश 

द ला वाले पूसिन, &7॥. 66 8 500०. $0००४धावप९ १6 छाग5०॥०५, 892 हइए] 50-80 
एडवर्ड, जे०, 8 क्‍68॥056 ० 06 राधा (०पए३, भाग | चेल्सिया पब्लिशिंग कप्पनीं, 
न्यूयार्क, 954 
फाक्स, सी०, ट्रांजे० अमे० मेथ० सोसा०, 96] 98, 395-429 
माइजर, सी० एस०, 700. ०१5] 3॥80. २४८(८४६०७, #॥782767 94, 44, 298-307 
मुखर्जी, एस० एन० तथा प्रसाद, वाई० एन०, सेथ० एजु०, 97], 54 5-2 
प्रसाद, वाई० एन०, पी० एच० डी० थोसिस, बनारस हिन्दू युनिव्सिटी, 969 
प्रसाद, वाई० एन० तथा सिद्दीकी, ए०, ज्ञानाभा, 974, 44, ]9-27 
प्रसाद, वाई० एन० तथा सिंह, एस० एन०, इंडि० जर्न॑० प्योर० एप्लाइड मेथ० (प्रेषित) 


व्हिटेकर, ई० टी० तथा वाट्सन, जी० एन०, ७ 0008९ ०! (०१७7 4&॥49४5. कैम्ब्रज 
यूनिवर्सिटी प्रेस, 969 


४]79373 ?87/5030 /»70537090[370 7? 3६7[[८४ 


४०]. ।9, ४०. 2, /97/, ।976, 7३४०5, |7-[24 


छ0..०.ए मोनो व्यूटिरिक अश्ल से पेलेडियम (ता), प्लेडिवम (9), गोल्ड(गा) 
तथा बिध्मथ (हा) के कीोलेटों का निर्माण एवं उनका स्थायित्य 


जय प्रकाश नारायरप श्रीवास्तव तथा मनहरन नाथ श्रीवास्तव 


रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[प्राप्त--अक्टूबर 8, 975] 


सारांश 


०- ऐमीनो ब्यूटिरिक अम्ल द्वारा पेलेडियम (]), प्लेटिनम (५), गोल्ड (ता) तथा विस्मथ () 
के कीलेटों के निर्माण का अध्ययन बेरम तथा इंविग' एवं रोसोटी की विभवमापी विधि द्वारा किया गया । 
0-:0/ सोडियम परकक्‍लोरेट के माध्यम में 20? सें० पर श्रम्ल के प्रोटॉनीकरण स्थिरांकों के मान क्रमश: 
008 €,त 9-62, 08 6, 2-35 प्राप्त हुये । कीलेटों के स्थायित्व स्थिरांकों के मान क्रमशः पैलेडियम (]) 
0608 6, 9-44, [08 #, 9-42; प्लेटिनम (9) 608 हू. 96], 68 #, 87], ॥08 #€५ 3:87, 
608 #, 3-63; गोल्ड () 08 &, 92, 08 7, 8:84, 08 &. 7:73, 08 #, 438; बिस्मथ्‌ (॥7) 
008 &, 9:54, 02 #&, 9.52 प्राप्त हुये । 


0४78८ 


ऋछष्णात्राणा था डॉक्राफं।ल्ड ण फकुशाब्रतांणा (), ज़ोबाएणा (9), इणत (छत) शाप 
छांग्राणी (वी) लाछ॥65 ० 9-० शां्रक्रषाएऑट बलेंत, 89 3. 7. २. 87985878५9. का /., वर, 
छ570898५39, (67879 06947078677 एगांप्ला॥आए 0 0909090, 349/9090 . 


पु गराढश ००००5 ण ?200), 209), 3५८07) 274 80॥][) 00764 शत 27-०-६॥॥॥- 
70)प/00 बंद ॥896 507 शप्रवा€त 90670ण्रालाएंएथाए 87790फ98 7590॥008 0 डिशाणप्राा 0 
एज्ारए 2ा6 ॥२05500.. वन एछ007क#ण7 एजाइब्शा$ का 0.] ॥/ 830तपप एछशाएी046 7रतीप 
3 20"( ७6 729०0766 88 02 €,४--9.62 2006 02 &, 7 :-2.35. 7 १8 075867ए९6 (6 7 
56॥7) 8५४७०, (>762०एक0070 0000प्र/इ5 7077 >-4.5 फू जशाश68४ जा 567 $५8०75 ॥6 
80प॥0785 एथशका।) 2687 0200. प्रा, 7 8 ठी€द्वा 707 एी6 [0774007 ०प्र'ए6३ ० 
(९86 ०2#66 8५४०७758 (कक आजूआ/080768 3 एरकशांएपा एद्वाॉप8 06 *४2 07 26) ०१९।8/85 


8 जय प्रकाश नारायण श्रीवास्तव तथा मनहरत नाथ श्रीवास्तव 


बगवे 50 थ जता) 5एश९७75 (06078 960फ्ञॉकि।0ा ४78) ते 4 0 ?((५) 2४१ ७0.०(७३) 
लीलका०8,. ॥078 05 लल्धा व जाग शत) ६०१ छ6077) णा।ए (श० 7702 ०06868 (0९07८ 
(6 जालजभांणा अक्वा।5 7.0858 ० श()) ७, 270 ५, क्षा० 007760 ज्ञा।दा/०8$ जाती 00(७) 
बात #00॥7) 00 णालभ०$ शी, ७व१,, शी ३ थाएं (जा, काठ 060 ४७5८... प्रा ४७०- 
ए़ांइछ हर ०णराईबरा5 ॥0 0.0 २६९१०, गर्तापा 2 207(! 8 70]00760 88 ;--- 


68 +#, 9.44, ॥08 5, 9.42 60 7?0(7); [08 | 9.6, 08 ४2, 8.7, 08 #; 3.8/, 09 
5, 3.63 [0 769५); 08 |, 9.2, 08 #, 88.4, 08 # 7.73, [08 5, 4.38 607 प(0॥); ध्यत्‌ 
68 &, 9.54, [08 ह, 9.52 0 फातवा) ७९8(85. 


६ 8[एव्थ्ाड पाक 8०7 (ता) नाढा68 6 000क्‍ी7्र४ा07 परपा।॥००० 48 ९6४(९०१०४त 
988ए०0० हांड, 7094४ 0 शंड, 0प८ ॥ ?।(४) ०४०४९६५, 706 #*3 870 #५ शा 78067 ५९०७ 
७058९, ते वृष्ता8 [0७ व ०079478507 0 #, 87॥0 #,, ॥: ४[006975 ॥7076 [769 एाद्ा ॥0 | (७ 
वि ज0 वहक्लात खातगल्णा68 काठ 490०१ 85 णंवंध्याश० 80705, 0पा. ॥ ]8067 (/ए०, 70- 
0889]ए 0700 मांगा 00गक्‍ग्र्नांगा 00058, का ग्राबषवाएाा) 0000[798000 777७" ३६ 


[्ता॥6व (0 अंडर ०7५9. 


इस प्रयोगशाला से प्रकाशित कुछ शोध पत्रों में 7,-थ ऐमीनो अम्लों सी तिर्मित कुछ धातु भायतनों 
के कीलेटों का अध्ययन किया गया है। संदर्भों के सर्वेक्षण से प्रगट है कि 207-०- ऐमीनो ब्यूटिरिक अम्ल 
से निर्मित कुछ संक्रमण धातु आयनों के कौलेटों (४-7० के निर्माण का अध्ययन पहले भी किया गया है 
और उनके स्थायित्व स्थिरांक सम्बन्धी आँकड़े भी उपलब्ध हैं। प्रस्तुत शोध में /0/-«-ऐमीनो ब्यूटिरिक 
अम्ल से पैलैडियम (), प्लैटिनम (५), गोल्ड (]) और बिस्मथ (0) के कीलेटों के निर्माण का भ्रध्ययत्त 
और उनके स्थायित्व स्थिरांकों का परिकलन किया गया है। यह अध्ययन इविंग एवं रोसोटोी ४० दरा 
संशोधित कैलविन ८थ तथा बेरम [*» की पी-एच अनुमापन विधि द्वारा किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रयुक्त अभिकर्मक : 207-०- ऐमीनो ब्यूटिरिक अम्ल (बी०डी०एच०), पेलेडियम बलोराइड 
(केमप्योर), प्लेटिवम क्लोराइड (सिस्को), गोल्ड क्लोराइड (सिक्कों), बविस्मथ नाइट्रेट (अ्नालार बी० 
डी० एच० ), परक्लोरिक अम्ल (रीडेल), सोडियम परकक्‍्लोरेट (रीडेल), सोडियम हाइड्रावसाइड (भर्क) 
के विलयन कारन डाइ आक्साइड से मुक्त शुद्ध आसुत जल में बनाये गये तथा उनका मानकीकरश उपयुक्त 
मानक विधियों (४-7० द्वारा किया गया । पी-एच के मायनों के लिये लीड्स-नाभ्र प का पी-एच सापी 
(20 सें० पर) प्रस्तुत किया गया । 


अनुमापन विधि: निम्नलिखित मिश्रण तैयार किये गये एवं प्रत्येक का पूर्ण आयतन 50 मिलोी० 
रखा गया । 


(अ) अम्ल (0 मिली ० 0:50 सोडियम परक्‍्लोरेट तथा 20 मिली० -0] 08 परक्‍्लोरिक श्रम्ल) 
(ब) लिगेंड (मिश्रण अ और 0 मिली ० 0.02// 277.-०- ऐमीनो ब्यूटिरिक अम्ल), (स) संकर [मिश्रण 
ब और किसी धातु आयन के 0:0॥/ विलयन का 5 मिली० (४ (५) आयन की सास्द्रता 0:0] 2042] । 


कीलेटों का निर्माण एवं उनका स्थायित्व 9 


इन मिश्रणों का पुनः एक का्बोनिट मृक्त मानक 0-]]/ सोडियम हाइड्रावसाइड विलयन द्वारा पृथक-पृथक 
पी-एच. मापी अनुमापत किया गया । सभी अनुमापन 20 सें० पर एक जल जंकेट से मुक्त मुद्गत पात्र 


॥ 
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.5 24.0 


0 0.5 (.0 
0.॥ ।4८0// (7॥7 777 ) 


+4, 0.00 # #00, + 0.#/ ४८८0५; //4 , //+0. 004 ै/ 20&-०- लैगीनों ब्मूटिरिक 
अम्तहा, [?4 (॥४],[.4०(॥४), [87 (॥).] ८0. 004 #; [?7/(।४)| 5 0.00|2 ॥॥ 


पृर्ण आपतन ८ १७ मिली०; ताय 5 20" से* 
७ 74 (॥); 8 27(॥); & 40 (।४/) 3 ० 87 (॥) (- -अवक्षिपरक्) 
चिक्र/. 0/-०- सेमीनो ब्यूटिरिक अम्त्र कीलेट निकायों के दी-यच अनुशायम बढ़ 


में किये गये । अनुमापन के पूर्व तथा बीच में कार्बत डाइशानसाइड से मुक्त करने के लिए मिश्रण विलयनों 
में शुद्ध नाइट्रोजन गैस प्रवाहित की गयी। पी-एच अनुमापन बक्रों के पारस्परिक अंतरों से इविंग तथा 
शैसोटी के समभीकरणों के द्वारा ॥,, # तथा 97, को गणना को गई । पी-एच अ्रनुमापन वकू चित्र । में 


प्रदशित हैं । 


20 जय प्रकाश नारायण श्रीवास्तव तथा मनहरन नाथ श्रीवास्तव 
प्रिणाम तथा विवेचना 


पी-एच अनुमापनों से प्रगट है कि 96 6), ९ (४) तथा 7 (त! के निकायों में विलयन 
निरंतर निमंल रहते हैं परन्तु 8 (!) के निकाय में क्षार की मात्रा बढ़ाने पर “45 पी-एच पर अव- 
क्षेपण होने लगता है। इसके अतिरिक्‍त लिमैन्ड तथा संकरों के विभिन्‍न पी-एच अनुमापन् व क्रों वे पार- 
स्परिक अन्तरों से यह स्पष्ट है कि कीलेटों के निर्माण में 6 () तथा छा (0॥) के निकायों (अवक्षेपण के 
पहले) में दो प्रोटान मुक्त होते हैं परन्तु 0 (०) तथा 0०८7) के निकायों में कुल चार प्रोटान पुक्त होते 
प्रदोत होते हैं । 












डाक प्् ढ़ ग 
9. 
चित्र. 2. 0-८ - ऐमीनी ब्यूटिरेट कीलेटों के निर्माण वक़).८ (७३७ 4० ८॥९) 


साथ > 20 सर 5 रणिं रू 0.॥ मल न 





ः 23. 
चित्र 5. 0।-6.- रेमीने न्यूटिरेट क्ीलेकेंफे निर्माण बक्र ७ 7० (॥);० 85 (अऐ, 
ताप 5 20 से०, //5 द-] ## 


चित्र 2 तथा 3 में कीलेटों के निर्माण वक़् (# तथा /7, के मध्य) प्रदाशित हैं । इस संदर्भ में यह 
उल्लेखनीय है कि # की गणना 9 (7) के निकाय में उसी बिन्दु तक की गयी है जहाँ तक बिलयन 


कीलेटों का निर्माण एवं उनका स्थायित्व 2] 


पूर्णत: निर्मल थे । इस प्रकार इन निर्माण बक़ों से स्पष्ट है कि 00 (त) तथा 8 (गत) के कीलेटों के लिये 
(४ का मान केवल < है, जबकि 70 (५) तथा ४० (]) में ४ का मान 4 है अर्थात्‌ 76 (7) तथा 9; (77) 
में केवल दो कौलेंट 07, तथा /॥४7, बनाते हैं जबकि 7॥ (५) तथा एप (!॥) में चार कीलेट, क्रमश: 
ल्‍4/., 047., 0४75 तथा ॥४7, बनते हैं । 


207-०- ऐमीनो ब्यूटिरिक अम्ल के प्रोटान-लिगेन्ड संकर के निर्माण बक्र (# तथा 77. के मध्य) से 
इसके प्रोटॉनीकरण स्थिरांकों १ के मान 698 हम 9:62 तथा ]08 #,/9 2-35 प्राप्त हुये । 


?060 6!) तथा 98 () के कीलेटों के दो-दो स्थायित्व स्थिरांक, #, तथा /#(, परिकलित किये 
गये । निर्माण वक्रों के विः्लेषण से स्पष्ट है दि 76 (7) तथा 9 (7) के कीलेटों में #,/४, का अनुपात 
८४ ]0"7 है । अतः इन धातु आयनों के कीलेटों के स्थायित्व स्थिरांकों का परिकलन संशोधन पद तथा 
उत्तरोत्तर सन्निकटन विधियों द्वारा किया गया है। 


7९६ (५) तथा #पए ([) के कोलेटों के चार स्थायित्व स्थिरांक ॥,, ऋ,, #., तथा #, परिकलित 
मय गये हैं। यह दृष्टव्य है कि [( (9) एवं ० (7] के कीलेटों में #,//#, का अनुपात ««0 है जबकि 
#,/४#, का अनुप्रात क्रमशः <४070 तथा »0%0 तथा #,/#, का अनुपात क्रमश; #७0०-8 तथा 
ल्‍४](४ है। अतः #0 ([॥) के %,, &,, #. के मान उत्तरोत्तर सान्रिक्टन विधि द्वारा परिकलित किये 
गये और #, का झान मध्यमान विधि द्वारा ज्ञात किया गया क्‍योंकि #, तथा #, के मानों में इतना अधिक 
अच्तर है कि &#, पर ४, का क।ई विशेष प्रभाव न होगा । परन्तु 0 (५) के निकाय में #, तथा #. के 
मान एवं ॥. तथा #, के सान सच्निकट हैं, जबकि #, तथा #., के मानों में बहुत अन्तर है । श्रत: इनके 
परिकलन के लिये निर्माण वक्र को दो क्षेत्रों (0<:<2) तथा (2<#%<4) में बाँठ लिया गया और फिर 
८, तथा #, एवं #, तथा #, के मान अलग-अलग संशोधन पद विधि एवं उत्तरोत्तर सन्तिकटन' विधि 
द्वारा परिकलित किये गये | परिणाम सारणी । में प्रस्तुत हैं । 

इस संदर्भ में उल्लेखनीय है कि &०(॥॥) तथा ९४ (५) की उपसहसंयोजन संख्या साधारणशत: 
6 होती है, परन्तु कुछ दृष्टान्तों में यह ० से अधिक भी पायी गयी है 0० ॥। यदि ऐमीनो ब्यूटिरिक अम्ल 
एक डिदती लिगैंन्ड की माँति आचरण करे तो इनके ॥४/, कीलेटों में उपसहरसंयोजन संख्या 8 हो जाती 
प्रतीत द्ोती है । 60 ((॥) में ॥/., बनने तक #%,, #, एवं #&, के मान अत्यन्त उच्च तथा सन्निकट ै 
परन्तु चौथे लिगैस्ड के संथुक्त होने से सम्यन्धित #, का मान अपेक्षाकृत बहुत कम है। इससे यह शभनु- 
मान लगाया जा सकता है कि ० उपसहसंयोजन संख्या भरने तक कीलेट स्थायी बनते हैं, परन्तु जब उप- 
सहसंयोजन संख्या 6 से अधिक (संभवतः 8) होने लगती है, तो उस प्रक्रिया की प्रवृत्ति कोई अधिक प्रबल 
नहीं होती है, इसी लिये &, का मान अपेक्षाकृत अत्यधिक कम भ्ाता हैं । 


४ (५) के निकाय में &, तथा #, और फिर #, तथा #, के मात सन्निकट हैं । संभवतया 
इसका कारण यह है कि /0/-०-ऐमीरो ब्यूटिरिक अम्ल लिगेन्ड के प्रथम दो अणु द्विदंती लिगन्‍्ड की माँति 
आचरण करके कीलेट यौगिक बनाते हैं । परन्तु बाद में संयुक्त होत वाले लिगेन्ड के शेष दो अणु संभव- 

8.2 4 
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22 
सारणी 7 
.)0-०- ऐसीनो व्यूटिरिक अम्ल से निर्मित 70 6), 2 (४), ० (॥) तथा 
9 (गा) के कीलेटों के स्थायित्व स्थिराँक 
ताप 20" सें०; ,-0-04 सोडियम परवलोरेट 
्््ः स्थायित्व स्थिरांवः 
धातु पी-एच परिकलन दि रकम कल 
ग्रायत परिसर विधि ]608 #&, [68 &, 768 &, 408 #,  08 #॥ 
न 2 तक न मल 
ए१ त) 2:25-4.0 अद्ध # के मान 979. 9-07 धर +- कि 
संशोधन पद विधि 9.43. 9-40 कल न+- 8'83 
उत्तरोत्तर सन्नचिकटन विधि 9.44. 9-42 गे बर 8.86 
ए 0५) 2:25-9-4 भ्रद्ध # के मान 972. 8:60 4व5. 3535 
संशोधन पद विधि 
अर. (0<#< 2) 9.63 8.69. >- " जे 
ब. (2<#<4) ना न 390... 3:59 ०) 
उत्तरोत्तर सन्निकटन विधि 
अ, (0<9<2) 9-6[. ह8थ। बेड बे । 
हा 8 25:02 
ब. (2>%<4) 0 3 8. 
5ैप धत) 2:25-8-8 अद्ध # के मान 9:39 8:52. 7:65 4-40 
उत्तरोत्तर सन्निकटन विधि 
(0<%<3) 9]2 8.84 7३. 
मध्यमान विधि 30:07 
(3<#४<-4) शा -- -- 438 ॥| 
8 व) 2:25-3-9 अर्द्ध # के मान 9.89 920. +- के ३ 
संशोधन पद विधि 9:55 9-50 प्स 5 8 


उत्तरोत्तर सन्निकटन विधि 9-54 9-52 पैक शी, शक 
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तया एकदंती लिगैन्ड की ही भाँति आचरण करते हैं और कूल उपसहर्संपोजन संख्या 6 तक ही सीमित 
रहती है । 20 () के 00॥3-[?०(४० 0), ८॥,] संकर में ग्लाइसीन का एकदंती व्यवहार पहले भी देखा 
जा चुका है एथा। द 


कतज्ञत+-ज्ञापन 


लेखक उत्तर प्रदेश सरकार के राज्य विज्ञान एवं प्राद्योग परिषद, लखनऊ के श्राथिक सहायता के 


हेतु आभारोी हैं । 


4 
6 


0. 


निदेश 
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४]॥373 ?8०३५४र्त &00530 ॥9॥ ?३८०७।|८४ 
४०।. |9, ३०. 2, /७97॥, ।976, ?३2९६ ।25-।30 


गीटॉल लिगच्ड संभवन श्थिरक एक्स 77 ()-5-दलोरों सेलिसिलेट के 
संभवन स्थिरांक 


पी० बी० खड़ीकर 
रसायन अध्ययन शाल!, विक्रम बिशएवलिद्यालवन, उज्जैन 
तथा 
पी ० एस्‌० देशमुख 
शासकीय महाविद्यालय, खरगौन 


[ प्राप्त-.. नभ्म्बर 27, | 975 | 
सारांश 


प्रोटॉत-लिगेर्ड सभवत स्थिरांक एवं "| (॥) के 5-कलो रो सैलिसिलिक अम्ल (5-क्लो> से० अ०) 
के साथ संकर के 30" से० पर (50०८ जलीएनाथनॉग, 0.] ]७ ]२४८१0,) संभवन स्थिरांक विभिन्‍न 
विधियों द्वारा मिकाले गए। प्रोटॉन लिगैंन्ड संगवन स्थिरांक के औसत मान 0/2 777 ([.6) तथा 
]08 एद3/ (2.62) पाये गए । संकर के संभवत स्थिरांकों के संगत मान क्रमश: 8.5] तथा 5.23 पाए गए । 


प्रावश्यक है कि उमके प्रथम तथा द्वितीय प्रोटॉन-लिगैन्ड संभवन स्थिरांक ज्ञात किये जायेँ। प्रस्तुत 
कार्य में इसे अधे-समाकल (अ० स०) बिन्द्रुश: गणना (ब्ि० ग०) तथा रेखजीय आरेख (रे० आा०) 
विधियों ढ्।रा निकाला गया । 7]()-5-क्लो० से अ० के संभवन स्थिरांकों के मान इन्हीं विधियों से ज्ञात 
किए गए । 


2 7 घटा 


ए07000-एशातहं 0ापरानतणा 20050 बाएं 0770900॥ ९0ग्रडाा।5 ण ॥000) ९णाफा७४९६४. 29 
2, ९५, क्या (ीलायांशाओ ॥06790/0760, शोदिया। एगसरॉएटइ9, ए[ाए कात ?, 5. 70/08577फ॥$ 
(30५0्गराला /७४०70५8)99, 7९॥97207. 


ितातगानी शत 0एफराबांजा 00878 क्ाते /0रावा070 ०098 ० 706) ०0०7968568 
एा। 5-0005480एण0 2३०१ ॥8५8 08०0 06800॥780 2॥ 30९९ (50% ९४(॥०॥0|, 0.0/ ५०९७.) 
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9ए एक्चांग्पर8 ०0णाएप्राध्रांणा् ग्राल005, 76 ३एश१४० एथपठड 07 ए>णगानाींएश्ञातव 0ी4काता 

#/2॥ क्र 
0०प्रड/क्षतां5 876 [0070 $0 08 4082 म्ह्टा ([.6]) 800 [08 77, (2.62), ५6 ९07ल्‍7८४7००7०॥78 एप 
0ि जिएकाए ०ण४4ए8$ दा 8.5] ॥॥0 5.23 7650९0०ए९ ७, 


[0 86 वाएलगरीह्वाता जी गिएगाणा ०णा#श्राड एल 2007700988 0767 0५ 
उ-लीणठ5शीणप्ज़ा० बजण१ (5-0.58) ॥ 48 ग्र८०6४३कए ॥0 १&6८ांतरठ 78 ग्रडई: &॥0 8000॥0 
900णानीइब्ातव 0740 ०079व्वा3,. गांड ह85 >तत तणा6 गा 6 जाइचा वाएढईाशकाा0ा 
धाए0िाड )रशेनिंएराव्टा॥), 0907-एॉा56 ]०7क्रांणा बाते वाल्वा 90 7०045... 7॥6 0779- 
ता ०0597 ० 70)-5-00.548 ॥ए6 880 566॥ (&67रगांगरठ6त प्रशंग8 086 शा6008,._ 78 
वाशिक्रापाल 6068 परण॑ 76ए287 8 प्र्धपट8 0ी 97007-ीशथ्ात॑ 07707 0०008४%॥8 6 5-(7.,8.3 
क्षार्त (6 णिषनाा070 ०008478 ० 70)-5-राणठ:््याटशँद्राढठ ॥070 6 कपा9088 07 ०णाएशाएं- 
807 प्रगतंदा (॥8 0क्तद्ाागराराातह ८0ाता।ता प्र५5०त ॥9 [788०70 7ए९४29क्‍07. 


प्रयोगात्मक 
सब रसायन 9. 70. प्र. एनेलार कोटि के उपयोग में लाए गए । 


307 से० पर पी० एच-मापी अनुमापन के लिए वोलीमद्रान पी० एच-मापी मसाड़ेल (!.-4] का 
उपयोग किया गया । पी० एच का मापत्र --0.05 पी० एच इकाई तक सही था। पी० एच-सापी का 
4.0! पी० एच तशा 9.]] पी० एच के केम्ब्रीज-बफर गोलियों की सहायता से ग्रंशांकन किया गया । 


0) मुक्त प्ठ0, (9) मुक्त पटा0,--5-क्लो० सं० झर० तथा (7) मुक्त प८0, + 5-क्लो ० 
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चित्र | प्रोटॉन लिगैन्ड संभवल वक्र 
स० श्र० -प0) के पी० एच-मापी अनुमापन 50% (आ/आ) जलीय एथेनॉल माध्यम में प्रमाणित 


२४०प्त विलयन के विरुद्ध किये गए, जबकि विलयन की आयनिक सांद्रता 0.]/ )7४८॥0, रखी 
गयी है। 
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प्रयोग तथा गणना की विधि पूर्वकथित अनुसार ही रखी गई? | 








हा सारणी [_ के न हक 
( वन्दुश:) 
टाडपपजजपप+ 5७ 
| । १५ ]08 दा ०8, 4 छ् ०्ड्म््ा 608 हा 
2 2/8 4 !५ 

० खबर, ः .60 रे +0ाफ.......्््र्रः़ 2.58 
2.0 .48 - 0.038 हक 
2.9 .42 --0./40 2.60 
3.0 .33 -- 0.307 2.09 
0५82 | .26 -- 0,434 2.74 
3.4 8.8 ““ 0.056 2.74 
3.6 ,]3 “+ 0.845 2.78 
4.0 .40 
5.0 .40 
6.0 .40 
7.0 .]0 
8.0 .0 
9.0 .]0 
0.0 .00 
0,5 (0.97 । +- | .509 2.0] 
0.6 0.95 - .278 |.68 
0.7 0.93 -+.23 [.62 
0.8 0.89 -+- 0.908 ] .70 
0.9 0.67 -| 0.825 4 (७ / 2 
].0 0.83 -+-0.088 [.68 

कि, व की 2 अलविकत तक हि 2 320 “2002 (8.00 


' 20 छालणप सता प्रत6%८08 परम पल जल्तक कम 94 ९ पकने तक तक ताकत कक: ० ५ +.ररलक्‍करथ-+»५+-क 2: 22 ५ )२३+8३4- कक, 


प्रिशास तथा विवेदन 


इरविंग-रोसोटी समीकरण का उपयोग #.4, #, तथा /(7.) कि गणना के लिए किया गया । ४4, 
४ तथा 7(/) की गणना में अनुमापन के समय में ]४४०0मस विलयन मिलाने पर होने वाले आयतन 
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धआरणी 2 
| हे (बिखुशः) 
५ है वाजड कज 20. पद पर 
.067 0,353 -- 0.263 9.07 8.8 
.065 0,425 --0.3| 8.64 8.7 
.003 0.504 नी 0.007 ०78 54 8.56 
.062 0.570 -+ 0.[22 8.35 8.47 
.069 0,703 -+ 0.3 /4 7.67 8.25 
.084 0.85] -+ 0. /359 2 7.68 
4.055 ].]55 ““ 0,736 65.22 3.48 
.053 4. 02,00)) - 0,594 5.99 35.40) 
 .054 .302 - 0,363 5.76 5.39 
4.052  .379 --0.24 5.52 ०५० ६ 
4.05] 4.442 -“0.0॥] 3.28 3.8 
4.055 .563 -+ 0.40 5.04 5.45 
सारणी 3 
न 3 > किन लर अमर अल लटक की लकी कदर मल न कमर परम क मम टिक फिल्म मम आम 
“्ज्ध्च 02787 68 कहडे ]08 #, [608 &., 
मल. 5 मय नल आर कल वश किल मय फल मर का अल न विफीीकि टन विश कमर कलम 
अध॑ समाकल .63 66 8.55 के 6 
बिल्दुश: गणना [[.76 2.68 8.45 5.32 
रेखीय-प्रा रेख .46 2.62 8.55 5.20 
न्यूनतम -वर्ग ध्द 8 8.50 5.26 
ओसत भानत .6] 2.62 8.5] 5.23 


ाजयथपथ-फज--+---_.न्‍....त#हहम | 


परिवर्तन के काम सांद्रण परिवर्तन की त्रुटि को ध्यान में रखा गया। विभिन्‍न ४-मान (पी' एच-मापी 
पाद्यांक) के संगत #,, # तथा (7) के मान की गणना कर लिगन्‍्ड तथा संकर के संभवन-वक्र क्रमश: 

अल ज 4 ५ । ह " 
४५ विपक्ष #ए तथा # के समाकल मान से [08 7/८. 40१8 2 तथा [68 /८, 02 ॥६, के मान प्राप्त कर 





४७७७७ ७७७०७ 
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सारणी 3 में अ्रंकित किये गए। बिन्दुशः गणना तथा (चित्र 3-4) रेश्लीय. आरेख विधि का उपयोग 
कर संशोधित मान प्राप्त किये गये | 708 #, तथा ]02 ६ के लिए न्यूनतम-तर्ग विधि का भी उपयोग 
किया गया । 





. ८ 
लक 
/*0 
(०4 _47 
५ 7-7 
0-0 है ४ हू आकर 6 अंक 
>+*0!| 





चित्र 3 प्रोटॉन लिगनड संभवन स्थिरांक 


सारणी 2 (चित्र-2) देखने से स्पष्ट होता है कि # का मान .6 से अ्रधिक नहीं होता, जो यह 

/ प्रकट करता है कि 76), 5- क्लो० से० अ० के साथ :] तथा :2 संकर बनाता है | प0) की बहुत 

कम सांद्रता (] »:0-4 0४) को ध्यान में रखते हुए बहु-ताभिक स्पींशींज की संभावना को तिरस्त किया 
6? 5 
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जा सकता है । धातु तथा लिगेन्ड के विभिन्‍न अनुपात में किए गए अनुमापनों से स्पष्ट होता है कि 
संभवन स्थिरांक धातु आयन सांद्रता पर निर्मर नहीं करते । 





-*0' /-*0 


चित्र 4 70)-5-क्लोरो सेलिसिलेट के संभवन स्थिरांक 

/08 /5/08 ४५ का अनुपात घनात्मक है तथा प्रथम एवं द्वितीय संभवन स्थिरांक का पृथक्‍्करण 
प्रुणक अनुमानित परास में है। 08 ६, तथा 08 /६५ का अधिक अन्तर तथा ]08 £,॥८, का अधिक मान 
प0) आयन को जुड़ने वाले दूसरे लिगैन्ड के लिए संभावित त्रिविम-विन्यासी बाधा के कारण है । 


द्ज्ञत-लापन 
लेखक, प्राचायें श्री एच० एम० दुबे एवं डा० पी० जी० संत द्वारा दी गई सुविधा तथा बि० अ० 
अ्र० द्वारा दिये गये अनुसंधान अनुदान के लिए आभारी है । 
निदश 
- खड़ीकर, पी० वी० तथा अमेरीश्ा, आर० एल०, जर्न० इन्डियन केसि० सोस[० » 973, 50, 389. 


“. खड़ीकर, पी० वी०, पूनिया, एन० एस० तथा कक्‍्कर, एस० एन०, इन्डियन जने० केसि० »/ 973 
4, /09, 
खड़ीकर, पी० वी० तथा अमेरीआ, आर० एल० / जने० इन्डियन केसि० सोसा०, 972, 49, 049. 


4. इरविग, एच० एम० तथा रोसोटी, एच० एस०, जने० केसि० सोसा० / 4954, 2904. 


[॥3॥3 २३।5394 /॥05800॥3॥ 7?23५0/[८४ 
४०. 49, ३०. 2, /797[, [976, 7०४९५ [3-36 


उत्पादन समस्या से सम्बद्ध एक समाकल सप्तीकरण 


एस० एल० कहला तथा ७० बेटिंग 
टुकुमान नेशनल यूनिवर्सिटी, दुकुमान, अर्जेंटिना 


[प्रप्त--अक्टूबर 7, 975 | 
सारांश 


यहाँ पर हम इस प्रश्न पर विचार करेंगे कि यदि अवसूल्यन के कारण होने वाली हानि ज्ञात हो 
तो समय के फलन के रूप सें उस वस्तु के उत्पादन को किस प्रकार परिवर्तित होना चाहिए यदि उत्पाद 
कुल मात्रा का सान स्थिर बनाये रखना अभीष्ट है। इस प्रश्न से सम्बन्धित समाकल समीकरण को 
संकलन विभागों के माध्यम से हल किया गया है। हानि फलन को चालियर के बहुपदों द्वारा प्रदर्शित 
किया गया है और कुछ विशिष्ट दशाओं का उल्लेख हुआ है । 


40४7८ 


(ञ जा 6279 20ए्रश्नांणा 85500९॥(९व जाति 8 ए0०त९ीणा एणीशा, 275. ].. ९ ६9 870 
3. कैा8, 2०780 १6 ठांग्राएंब5 पि5३०७5 > पए९०ाण०३९०9, एगराण्टाशंव॥त ४०० 06 
उठा, पफप्टप्रा0॥), ॥ 26709. 


6 ०0प्रडंवेक पर ए709097 पीबा ॥0ए9 गाप 6 970ठप0८07॥ 0 शक! गला एथ५ 35 8 
पिएा0ा ० धंगल, सी 07 (70णए7 ॥05568 तप6 00 6०962०0००07 ॥76 ॥0व क्रात०पा ० (6 ए970- 
तप 48 00 ॥8ए९७ 8 ०णाशवाा एथॉपएप6,.. 76 ग्राव्शाशे स्वुप्था0ा 85500 4०१ जरा (6 [7000 00 
88 50ए606 09 था 80828 (0 68 600एएप्रा079 वृष०/०७78,. [,058 पिाएणा0॥ 48 78978867060 ७५ 
ह6 (बाला ए0जाठांब$ &00 5076 8960॑ 4 ०98९४ 7० 770700760, 


]. विषय प्रवेश 


प्रस्तुत शोध पत्र में हम इस समस्या पर विचार करेंगे कि किसी एक वस्तु (०7) का उत्पादन 
समय के फलन के रूप में किस प्रकार परिवर्तित होना चाहिए, यदि अवमृल्यन के कारण हाने वाली ज्ञात 
हानियों के सहित उत्पाद की कुल मात्ता को एक स्थिर मान प्राप्त करना हो। माता कि प्रारम्भ में 
(४-0) श्रप्रयुक्त उत्पाद की कुल मात्रा ४, है और उत्पादन की ऐसी व्यवस्था करनी है कि यह मात्रा 
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स्थिर बनी रहे । माना कि हानि फलन 7) द्वारा व्यक्त किया जाता है । यह 7:20 के लिये परिभाषित 
है और इसका निम्नांकित तात्पयं है । 7, /(7) द्वारा भ्रवमुल्यन से होने वाली हानि की मात्रा सूचित होगी 
यदि /:>0 के लिये कोई उत्पादन नहीं होता काफी लम्बी अवधि के दौरान, यह चुक जाती है, अर्थात्‌ 


| 7, 7) ॥/-०7. (() 


या [७ ध।--। (2) 


उत्पादन फलन 80) से समय / पर प्रति इकाई समय पर उत्पादन का बोध होता है । इस 
प्रकार से समयान्तराल (४, ४-०0) ४(>) ८४४ के समतुल्य होता है। अतः परवर्ती क्षण 7 पर क्षति 
8()[४->)०४४ होगी । इस क्षति की पूति होनी चाहिए अतः 


| 0-2) 800 4५ (3) 
यह क्षति है जिसकी पूति समय / तक होनी है । इस तरह उत्पादन और हानि का अन्तर 
80)- || 0-२0 20) #८ (५) 
हानि //() के तुल्य होना चाहिये | अतः 
8200)-| | 7-२ 800 कतय-आ0). (5) 


यहाँ पर हम ऐसी दशा की विवेचना करेंगे, जहाँ हानि फलन /(/) को चालियर के बहुपदी (» 
द्वारा प्रदर्शित किया जाता है। चालियर द्वारा प्रचारित बहुपदी लाम्बिक बहुपदी हैं जो प्रायिकता 
सिद्धान्त में पायसां की विरल घटनाओं के वितरण से सम्बद्ध हैं। इन्हें निम्न प्रकार से परिभाषित किया 
जाता है । 





८ े #! न 828 
॥7| (४)7/ 
ब्डः 50] ५9(- ४, #2--#-+-; 7) (7) 


20], #<-।, 2, ..- । चालियर बहुपदी सार्वीक्ृत लागेर बहुपदी से निम्न प्रकार सम्बन्धित हैं : 


८,028, 7-58! (४7): 7,077 (४) (8) 


इस श्रश्न का हल मिकुसिंस्की के झ्रापरेटरों ॥8, श के पुनराबेदन द्वारा प्राप्त किया जाता है। 
कतिपय विशिष्ट दशाओं का उल्लेख किया जा रहा है । 
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2. संकलन विभाग 


आइये स्थानिकतः समाकलनीय फलनों के एक' सेट ८ पर विचार करें» । हम किन्‍्हीं दो अ्रवयवों 
8८ ८ के लिये योग के तथा संकलन गुणनफल के संकारकों (आपरेटरों) को निम्न प्रकार से 
परिभाषित करते हैं । 


(/+४) ()0-70)+80) (9) 
/* ४० | ४-२) 8४00 45% (0) 


अब हम संवलन विभाग /(2) को सन्निविष्ट करते हैं, बहुत कुछ उसी ढंग से जिस प्रकार 
परिमेय संख्यायें पूर्णाकों के विभागों के रूप में सन्नमिविष्ठ की जाती हैं। इन अबयवों का समुच्चय (सेट) 
संकलन क्षेत्र “ कहलाता है । 


/” के अवयवों की सत्ता होती है जिन्हें चित्रों के रूपों में वणित नहीं किया जा सकता । # के कुछ 
अवयवब संख्याओं के संगत होते हैं तो कुछ संतत अथवा असंतत फलन होते हैं। अवकलन तथा 
समाकलन के आपरेटर भी इसी क्षेत्र से सम्बद्ध हैं। संकलन विभागों को या तो सार्वीकृत फलनों के रूप 
में अथवा आपरेटरों के रूप में माना जा सकता है। 


इसकी संपुष्टि करना सरल है कि सेट ८' के सभी अवयव क्षेत्र # से सम्बन्धित हैं किन्तु क्षेत्र ४” 
में कुछ ऐसे अवयव मी होते हैं जो ८' मे सम्बन्धित नहीं हो सकते । उदाहरणार्थ अवयव 80) द्वारा 
(४) * 0४)55/(४). | () 
की पुष्टि होती है । वास्तव में गुण () डिरेक के 8 फलन के संगत है । इस प्रकार 8(/) /& € के लिये 
संवलन विभाग /// है । 


परिभाषा के अनुसार हेवीसाइड का एकक फलन है : 
४(7)55] /-20 
४१(४)५-०४(४) 7 ४(7) 7 
और आगमन द्वारा 


बा (2) 
(४-- )! 


यह देखा जा सकता है कि ४ से स्वतन्त्र चर ४7 विलग कर दिया गया है, मिकुसिन्स्की के सिद्धान्त /» में 
पह संकेतन सूचित करता है कि हम फलन के किसी विशेष मान का उल्लेख नहीं कर रहें, वरन हम 
फलन को समग्र इकाई के रूप में मान रहे हैं। इस पर » को एक समाकलन का संकारक माना जा 
सकता है तथा /” समाकलन की # आक्षतियों के संगत है । 


34 एस० एल० कलला तथा ए० बैटिंग 


चूंकि प्रत्येक / € ८! के लिये ॥/--8, प्रतः हमें 


४/४५5०७ अथवा ४ 4 ६-२ ८-6 (3) 
प्राप्त होता है जो 
६४ * &-58 (४+< + 8 द (4) 
तथा था ८८५ ( ॥ 5) 


हो जाता है । 


सम्बन्ध ([5) को नवीन आपरेटर की परिभाषा मात लिया गया है। 
इससे यह्‌ निष्कर्ष निकाला जा सकता है कि ७ अवकलन के संकारक के संगत है । यह शिद्ध किया जा 
सकता है “7 कि /€ ८ के किसी अवयव के लिये, जिसक। १ कोटि का स्थानिक समाकलजतीय अ्रवकलज है, 

0 >ज् 0० --७० /४-7 (0) .. ह/णि9 (0) ... - #॥-7 /१0), (6) 

जहाँ /०० सामान्य अवकलज हैं । यह अवयव / का ४ कोटि का विस्तीर्ण अवकलज कहलाता है । 

संकलन विभाग के क्षेत्र में जहाँ सामान्य अवकल' समीकरणों तथा समाकल समीकरणों के साथ 
संकारक 5 की महत्वपूर्ण भूमिका होनी है सच्नचिहित फलनों को संकारक ४ के पदों में श्रंकित करते हैं 
जिससे विश्लेषण कार्य सरल और सशक्त हो जाता है 5, ०, 7 । 


संकलन विभागों (अथवा बितरणों या सार्वीकृत फलनों) को हम क्षेत्र # में श्रबवयव के रूप में 
पुकारेंगे। इस क्षेत्र 2 में समस्त समीकरण 


४ 7 5 क82(0 है है 2) (7) 
हल करने योग्य हैं और अद्वितीय हल को सांकेतिक रूप में 
हे 6-5४. (।8) 
द्वारा व्याक्त करते हैं । 
3. हल: समीकरण 5 को 
ही 0850 पडक (9) 
के रूप में लिखा जा सकता है इसीलिये 
8575८. //0-7 
बार | 
“4 * (6-/) 


 +/.(7--/* /) (20) 
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और फल (४४ के बल पर 


0 


जहाँ #/ के विभेदक अ्रष्टि ((680]ए९४६ ॥:2776)) स्वरूप है। विभेदक अष्टि /) की परिभाषा के अनुसार 
अष्टि />-- /# * + अ्रतः हमें 
85-74. /(४) 
4 000+/9(४2+ --- -*-] (22) 
7() नल; ा्चि कु 5 (7-2, ५ )- 


क्षति फलन को निम्नवत प्रदर्शित करते हैं : 


प्राप्त होता है जहाँ 


2! 2 07+ 72 


(४)5- त]क्र छ:9% €-7०॥ ४ (.,(/४; | #), (23) 
77550, |, 2, ,.. ; 2, 7०0. 


इसकी पुष्टि सुगमता से हो सकती है कि फलन /0/) प्रतिबन्ध (2) की तुष्टि करता है। श्रब हम' 
फलन /(४) को आपरेटर 5 के पदों में लिखेंगे । हमें ज्ञात है कि 0] 


है ॥ ) <4>-रे (६78) ३ (७ 33८ ४! [> 0: ) | (४ | ८.) -70.*. ( | 4) 


तथा इस्तकी 4 वीं पुनरावत्त अ्रष्टि 


ठ्त खा। ॥क्‍ 
हक 6---- ०)१7 (& +- 0.) 00-7.-.. 


0.7 (7+-7॥ ) (27 ॥ 


है | अंत: 2(/) ् /(/) 


€५ हश/लउ-ए (. (#7 -] 7--); 8/) (25) 


५0 


कर ठपतशर 228 जज 
यान फ्क्का।तहइ- किम ८प्टा [72+६०- (मां न॑- 2 || * 8 /). (26) 


अब, 
4... विशिष्ट दशायें 
यहाँ पर हम अपने सामान्य फल (26) की कुछ विशिष्ट दशाओं का उल्लेख करेंगे : 


(7) यदि हम #>-0 रखें तो ८५(७: 7)5, तथा फलस्वरूप क्षति फलन (23) प्वायसाँव के 


वितरण फलन में समानीत हो जाता है अर्थात्‌ 
१--77 #०--(ा 


“४)5“ज्ताफ़्ा : 


< (] --#7) 
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इस क्षति फलन का हल निम्त प्रकार हो जाता है : 


(०४) ० दी का 
(४) _+० 7 दब ा 


इस दिशा की विवेचना निर्देश // में की गई है । 


(7) यदि हम सम्बन्ध (8) का उपयोग करें तो हानि फलन को सार्वीक्ृत लागेर बहुपदी ४ के 
पदों में व्यक्त किया जा सकता है जिसके परिणामस्वरूप हाल ही में कल्‍ला द्वारा दिया गवा फल [7 प्राप्त 
होता है 

(४) यदि हम #--] रखें तो 


(78; |2)5८ ला 


परिणाम के बल पर हानि फलन 


0 (/8 (8/-- ॥) 27५०४ 8030० 


/0 -ज़्ताप्छो छाल 
हो जाता है और संगत हल को परिणाम (26) से निगमित किया जा सकता है । 
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४ ।|]3॥]3 ?3705॥8 6 /४॥053॥0॥3॥ ?3६॥॥|८ ७ 
४०[. 9, ५० 2, 68|77|, ।976, 22९5 43/-4| 


कुछ धात्‌ लेक्टेटों के अवरक्त स्पेक्ट्रमों का अध्ययन 


पी० बी० चक्रवर्ती 
रसायन विभाग, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


तथा ” 


एच० एन० शर्मा 
माधव विज्ञान महाविद्यालय, उज्जेन 


[ प्राप्त--अ्रक्टूबर 8, 975 |] 
सारांश 


40), ॥0॥),770॥0), ८४८) तथा ४७(॥॥) के लेक्टिक अम्ल के साथ बने :3 सकुलों 
के प्रवरक्त स्पेक्ट्रमों का अभ्रष्ययल किया गया । सभी संकुलों में घातु ओर भऑॉक्सीजन बंध की आवति 
८०0506८777 पर पायी गयी । सभी संकुलों में हाइड्राविसल और कार्बोनिल समूहों की श्रावृतियों में पर्याप्त 
परिवर्तेत पाया गया जो यह बताता है कि संकुलींकरण लिगेंड के हाइड्रॉक्सिल एवं कार्बोनिल समूहों से 
होता है । लेक्टिक श्रम्ल में [730०7- पर प्राप्त ८७० श्रावति इन संकुलों में ««५60007-7 पर 
प्रतिस्थापित हो जाती है, जिससे ॥४-- 2 बंध के आयनिक होने का संकेत मिलता है। इसकी पुष्टि इन 
संकुलों के निर्माण के एन्थात्पी परिवर्तत के मानों से भी होती है, जो --4-8 से -7'8कि०क०/मोल 
के बीच पाये गये हैं। 3570०7-7 के निकट बेड के साथ ««]660 और ««640८ग-7 पर बंडों' की 
प्राप्ति इन संकुलों में जालक-जल की उपस्थिति का भी संकेत देती है । विभवमापी अध्ययनों, विश्लेषण 
आँकड़ों श्र अवरक्त स्पेक्ट्रमों के आधार पर इन संकुलों की संरचना भी प्रस्तावित की गयी है । 


$9४फ्घिटां 


50ा0ए ०० २ 59९८टाणब ण 5जा6 प्राशबरी-बरटा465., 27 2. 8. (एफ्ब॑द्ाबफ़्यां, (९०णांटक। 
[909038077९5, (०00 ॥.०] शा2श््ा ०॥9५90५99899, 30098 870 58. २. 8080779. +/०७0॥97ए 
ाएश्था जथिकीतएशं0998999, | 2्या). 


[0 इछ९०७08 ० 4:3 ८0765 0 67), ॥॥70॥), 6), (एव) 8200 76(॥) 
जाए 600० बए,।ँंवे #8४९ >ढशा शांफ्छ0, का & (96856 207796565 ६6 शांत [0 05फ४०॥ 


कल्तुप्लाठ0ए 8 5पह2०86१ $0 7ए6द्या 4 ४6507, एणाआ9९896 झ्ांरि थ 520 #7क्‍7059] 
खैएि6 द 
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भाव ढक००9 श/०प७ #6तुपएथलं25 75 099760 ज। थ। (8656 ०070]6565, [0॥048778 ॥78/ []6 
००7रएंककाणा 4985 शा 09906 700४ 7एत0ल्‍0ए बात ठ्वाकठाश हा0फए ०एी ४6 ग8०५7१, 
पृफ& 205070707 छथ्या्व प€7 # ४600077 [07 (656 ए०7ए65९४ 007659ण7098 [0 (/-+-+ (७? 85 
89फ़ाशतंठ ॥लकाप्रह 06 [0 000- बशं००, शांतिटित किए 730 छा" वा [2006 बटांत॑ 0 
(000प्न ए/079. ॥॥85 5722688 40700 ग्र्गप्रा'8 ए 4-० [पट का (98568 20770508. 78 08 
80000777 (0॥6 एक्लॉएट$ 0० 76847ए6 ढा7930965 07 6568 20779]6568. / 7470 8६६७३5700॥777! 
3ाणा३ जांगी ब08079707 94708 6 #७१660 दाद #४7640 ८77 0080० 9058 0779 ० 9/06 
ज््याल',. 00 6 53938 ० 7२, 90०0007600 5प7665 76 द्रा॥ए70व7स 0908 (8 इएटापा'25 
० ॥686 ०07]00568 ॥8ए86 880 0667 5722828/60. 

लेक्टिक अम्ल और इसके ह्विसंयोजक धातुझ्रों के साथ संकुलों के अबरक्त स्पेक्ट्रम क" अध्ययन 
अनेक शोधकर्ताश्रों ने प्रस्तुत किया है । प्रस्तुत प्रपत्र में कुछ त्रिसंयोजी धातु आयनों के साथ लैक्टिक 
श्रम्ल के संकुलों के अवरक्त स्पेक्ट्रमों का अध्ययन प्रस्तुत किया गया है | साथ ही इन संकुलों के लिये 
एक सामान्य संरचना-सूत्र भी प्रस्तावित किया गया है । 

प्रयोग!त्मक 

सावधानीपूर्वक शोधित पदार्थों के अवरक्त स्पेक्ट्रम [(87-डिस्क विधि से परकिन-एल्मर, मॉडल 

237, स्पेक्ट्रममापी द्वारा प्राप्त किये गये । 


धातुझों के :3 संकुल बनाने के लिये लेक्टिक अ्रम्ल और धातु के समप्रणुक विलयग 3:] 
अनुपात में ( लेक्टिक अम्ल कुछ आ्राधिक्य में ) लिये गये भर उन्हें 6 घंटे तक पश्चवाहित किया गया। 
इसके बाद विलयनों को प्रारंभिक आयतन के ह मायतन तक वाष्प ऊष्मक पर सांद्रित किया गया 
और संकुलों को निर्वात फिल्टरन द्वारा पृथक किया गया। लिगैंड के श्र,धिक्य को ईथर द्वारा धोकर 
पृथक किया गया ओर संकुल निर्वात में सुखाये गये । संझुलों में घातुओं का निर्धारण ह8076- अनु मापनों 
के द्वारा और जल का निर्धारण संकुलों को [5"__20९८ ताप तक गर्म करने पर भार में होने वाली 
कमी से किया गया । | 


परिणाम तथा विवेचना 


| वश्लेषिक आँकड़ों ( सारणी !) से इन संकुलों के [॥/(१४०७7४७),] ; 30,0 सूत्र की पुष्टि होती 
है । संकुलों से प्रमुख अवरक्त-बैंड सारणी 2 में दिये गये हैं । तुलना के लिये लैक्टिक श्रम्ल के प्रवरक्त- 
बेड भी साथ में दे दिये गये हैं । 





सारणी ॥ 
वेश्लेषिक परिणाम 
कक संकुल लिया गया बातु का प्रशित जल का प्रतिशत 
-“फ पता झ्ठ--एऊ -- न 'पस्किलित प्राप्त परिकलित भार ग्रा० प्राप्त परिकलित प्राप्त परिकलित 
3. नाग 37, 0 0:2 3*|() 2-98 44'486 (403 
2 ((7()ध७॥0.),] - 38&,0 ३६ 74-07 3-95 [4-36 [4."4.6 
रा ता]  38,0 3५ 4-97 4-82 4'-30 [4"33 
970. ):] , 38, 0 ; हा 
हि )8] 2 हे /'80 /74 ४335 +3'49 


जि शए उत,0 2658 2634 . 38,0 हि 26-58 2634. 2-28.. [2-39 


ग्रवरक्त स्पेक्ट्मों का अध्ययन 39 
सारणी 2 


धातु लेक्टेटों के प्रमुख अवरक्त-बेंड 


((00म989) (५-0) (५-0) (४-०७) 


लेक्टिक........... उठ606 उठ) .. आह  म्फ्य्फ 730(९७) 37500) 

अम्ल 

. 650(0) 300-- 580(५9) 380000) 200 640(9) 9350५) 
3580(5,8) 

2. 6:0(5) 300-. 590(४5) 3808) 20 660() 920(५७) 
3590(3,8) 

3. 650(3) 3300-- 600(४9) 38068) 220 660()) 025(9) 
33550(5,0) 

4. 655(3) 3200 -. 60(४9) 3806) 230 666(6) 9600५ 
3580(5,0) 

5. 65058) 2900 -- 585()) 3706) 25 640(3)) 985(४७) 
3580 ($,0) 





नोट--पहले स्तंभ में दिये गये क्रमांक सारणी 4 में इन क्रमांकों पर दिये गये यौगिकों से नामों को 
प्रदर्शित करते हैं । 


सारणी 2 को देखने से स्पष्ट है कि हाड्ॉक्सिल और कार्बोनिल दोनों समूहों की आवृतियों में, 
मुक्त लैक्टिक असल में प्राप्त आवृतियों से प्रर्याप्त परिवर्तन हो जाता है। -0प्त समृह की तनन श्रावृतियाँ 
(87०८४7९ ०१०००००) जबकि फेल जाती है, कार्बोनिल तनन आवृति सभी संकुलों में ««600 ०777 
पर प्राप्त होती है ( लक्टिक श्रम्ल में यहु आवृति 725 «7-7 पर प्राप्त होती है ) । इससे यह स्पष्ट 
संकेत मिलता है कि संकुलीकरण लिगेंड के हाइड्राक्सिल और कार्बोनिल समूहों के माध्यम से होता है । 
इस तथ्य की पुष्टि विभवमापी अध्ययनों से भी होती है” जो बताते हैं कि लेक्टिक अम्ल के प्रत्येक 
अणु के संकुलीकरण के समय केवल एक (कार्बोक्सिलिक) प्रोटॉन मुक्त होता है । 


“७]650 ०77 पर बैंड के साथ-साथ 3570 ७४7 और «४950 ०77 पर बेंडों की प्राप्ति इन 
संकुलों में जालक जल की उपस्थिति का संकेत देती है ॥१ 


संकुल बनने पर, धातु आयन से उपसहसंयोजित (0 बंध लम्बा हो जाता है और दूसरा छोटा 
रहता है । इसीलिये असममित (0---2--0) बैंड उच्च आवृति की ओर और सममित-तनन बैंड निम्न 
आधवृति को ओर सरक जाता है । 


स्पेक्ट्रमों में 200- समूह के श्रसममित और सममित तनन-बेंड अपनी आवृतियों में परिवर्तन का 
कोई निश्चित क्रम प्रस्तुत नहीं करते । असममित और सममित (00- तनन-आवृतियों के बीच आबृति 
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पृथक्क रण (/५ ०) 200-230 ०४ “7 के बीच में परिवर्तत होता है। यह तथा 730 छा" के स्थान पर 
असममित और सममित >> 55०0 तनन-आ्रावतियों के कारण, क्रमश: «600 ०॥7 तथा «४380 
०7 पर दो ग्रवशोषण की प्राप्ति इन यौगिकों में धातु श्रौर लिगेंड बंध का आयबनिक होना बताते 
हैं7०५४ | इसकी पुष्टि हमारे द्वारा पूवंसूचित, इन यौगिकों के निर्माण के एंन्थाल्पी-परिव्तेन के 
मानों“? से भी होती है, जो --4.8 से --:8 कि० के०/मोल के बीच हैं; जबकि बंध में पर्याप्त सह- 
संयोजक गुण के लिये थाल्पी-परिवर्तत का मान --5 कि० कै०/मोल से कम होता चाहिये ॥ 7 7४ 


घातु से ऑक्सीजन बंध की तीव्रता «650 ०ग्व7 पर होती हैं(वीसबर्गर 7) । 


वेश्लेषिक आँकड़ों, विभवमापी अध्ययनों और प्रस्तुत अवरक्त स्पेक्ट्रमों के आध।र पर इस शोध 
पत्र में विवेचित संकुलों के लिये निम्तांकित सामान्य-संरचना प्रस्तावित की जा सकती है : 





जहाँ, --]५४+, (7१%, ६४३०, &|१+ या ह॥/ है । 
कुतज्ञता-ज्ञापत 
लेखक विभिन्न संकुलों के [२ निकालने के लिये भारत हेवी दइलेविदकल्स, भोपाल के डॉ० वी० 
एस० मेहता तथा शोध के लिए सुविधाएँ प्रदान करने के लिए डॉ० एस० एन० कवीशवर के 
आभारी हैं । 
निर्दश 
. जेक्स बोलाड, जर्न० केमि० फिजि०, 965, 62, 887. 
2. बटलर, आर० डी० तथा सहयोगी, जनें० अम्े० केमि० सोसा०, 965, 87(24),5597 


3. फिशिजर, ऐन्ड्रज, कना० जनं० क्ेमि०, 969, 47(4), 2629. 
4. असानो, युजरू केम० ए३०, 970, 72, 94/330 


5. चक्रवर्ती, पी० बी० तथा शर्मा, एच० एन०, विज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका, 974, 7(), 53 
975, 8(2), 69. 


] 
है 


6. चक्रवर्ती, पी० बी० तथा शर्मा, एच० एन०, जर्न ० इन्डि० केसि० सोसा० (प्रकाशनाधीन ) 


7. चक्रवर्ती, पी० बी० तथा शर्मा, एच० एव०, जर्ने०इन्डि० केमि० सोसा० (प्रकाशनाधीन ) 


0. 
4. 
]2., 
3, 


4. 


झवरक्त स्पेक्ट्रमों का अध्ययन ]4| 


मिलर, एफ० ए० तथा विल्केन्स, सी० एच०, एनालि० केसि०, [952, 24, 952. 


डायर, जे० आर० *७०]ठबा०0 60 $9200080०097 ०0 हा0286॥० (!00090 प४0$, प्रेंटिस- 
हाल, 47 प्रिगिंग 97], पृ० 46. 


सॉपर, डी० टी० तथा मेककिनी, जे० एम०, जर्न० अमे० केमि० सोसा०, 960, 82, 49]. 
ऐजीकोव, बी० एस० तथा सहयोगी, रशियन जने ० इनआगे० केमि०, 968, 43, 954, 
मार्टल, ए० ई०, रेक्युइल, 956, 75, 78. 


कारिनी, एफ० एफ० तथा चाल्सें० आर० जी०, जवने० अमे० केसि० सोसा०, 954, 76, 
2]53, 5854, 


वीसबर्गंर, ए०, ॥€०ाशांवप८5 ० 0028970 ए7शा।।शा9, इन्टरसाइस, 956, भाग नं० 5, 


४ [3॥3 २?375॥3 4 /॥७5३॥०४|॥8387॥ 7230६7][४ 
४०|. ।9, ३०. 2, /0977|, 4976, १३४८६ 43-52 


फूरियर-जेकोबो श्रेणी की नारलुण्ड संकलनीयता 
एम० एस० शर्मा 
आनन्द भवन, वररुचि मार्ग, उज्जेन 


[प्राप्त --नवम्बर 25, 975] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में फूरियर-जेकोबी श्रेणी के लिये नारलुण्ड संकलनीयता प्राप्त की गई है । 
प्राप्त परिणाम हसियांग के प्रभेय॒ के संगत है जिसे उन्होंने फूरियर-त्रिकोणमितीय श्रेणी की नारलुण्ड 
संकलनीयता के लिये प्राप्त किया था । 


8099८ 


(909 ० एप 20759 0 #0फरश'-गं०० 5९765. 827 'श, ', छाीाक्षा9, 50970 
3] तछएछा, उक्लाक्ापए) ७7/९, ए]|#ां7. 


एव कं 999०7 ४० 8५०8७ 69थ760 8 7०४पाँ६ 070 /रठा[प्रातव 5प्गयब/तवाप 0 ए0प्राद- 
390079 8९०९४... ० 725४ 0997960 207287907068 [0 8 6067 ० जड्गंधारशु [॥0ए९4व 0 
7708 67070 शाश्राबणा!।ज 0 #0फप्रश-ना 7 270070778770 5६१७५. 


. माना कि (/,) स्थिरांकों का अनुक्रम है, चाहे वे वास्तविक हो या संकर । हम लिखेंगे कि 
2,5०0 +४3 + 72 --« ««« -«« न-/2850. 


श्रेणी 2 4, सेकलनीय (५, »,) है जिसका योग ७ है (2, 9. 64) यदि अनुक्रमानुसार रूपान्तरण जो 


/$ लक ( र् ६५5 ] 
धत्त्क़्ा (, र 2#-+ ४0% 7, कर 22% /॥-+ (.) 


0] 


द्वारा व्यक्त होता है वह & की ओर अभिमुख हो ज्यों ज्यों #->०० जहाँ (७,) < & के ऑशिक योग- 


फलों का अनुक्रम है । 
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(].]) द्वारा परिभाषित संकलनीयता (/४, |) की विधि की नियमितता के प्रतिबन्ध हैं : 


[7 . 
2--के ०० 9 त0 ([ 2) 
तथा 
ड़ 
“> 20-०7) (.3) 
। 


ज्यों ज्यों 777> ०0. 


यदि (७, वास्तविक, अनृण अनुक्रम हो तो प्रतिबन्ध (.3) स्वयमेव तुष्ट हो जाता है और उस 
दशा में संकलन (९४, ४५) की विधि की नियमितता के लिए आवश्यक और प्रर्याप्त प्रतिबन्ध (]-2 
होगा । 


2४%] के लिये यह विधि सामान्य हार्मोनिक संकलनीयता या (७,) की (४) संकलनी 


(2, 0.0) में समानीत हो जाती है । 
“2. माना कि [0 एक फलन है जो परिबद्ध अन्तराल [--], !] में परिभाषित है जिससे कि 


फलन 
(।--2)% (]--2)” /(ध) & 7[--, ], 


जहाँ तथा 25७, 
फलन /(४) के संगत फ्रिपर-जैकोबी प्रसार को 


(205० < 4७ 2॥(% 8) (४) (2 ) 


(का 


द्वारा व्यक्त किया जाता है जहाँ 


2 नी 0.++ 2] ] हे हक द रे 
पा डिक (-2)% (+2)7 (0) 2४७ ! (96 


24+ %] व #+«+) 7 ह+-#+7) 
(2.2) 


श्रेणी (2.) परागोलीय श्रेणी में समानीत हो जाती  ++95०2-क और लेगेण्ड़ श्रेणी में 
यदि &८-[255 (), 


श्रायंगर (| ने फरियर-त्रिकोणमिति श्रेणी की हार्मोतिक संकलनीयता के लिये एकः फल सिद्ध 
किया जिसे सिद्दीकी [॥ तथा पती ० ने विभिन्न दिशाओं में सार्वीक्ृत किया है। सिद्दीकी के फल को 
उसके भी आग सिंह £ ने सार्वीकृत किया । उन्होंने निम्नांकित प्रमेय॒ सिद्ध की । 


प्रसेध 4 यदि 
४ | (४) | ४४०० ८.3)) 
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ज्यों ज्यों 7/०->--0, त्यों त्यों फलन /७) की फूरियर-त्रिकोणमितीय श्रेणी /:८) में संकलनीय' (/५, »,) है 
जहाँ (/,) एक अनण तथा अवद्धमान अनुक्रम है जिससे कि 


अल 4 शशि 
रे ८402/ (2४%) 


जहाँ “८ एक स्थायी धन पूर्णा है तथा १00) /(४+- ४) +/(४-- ४)--2 /(2)] 


हाल ही में फल का सार्वीकरण करते हुये हसियांग 22 ते फ्रियर-त्रिकोशमितीय श्रेणी की नारलुण्ड 
संकलनीयता पर निम्नाँकित प्रमेय को सिद्ध किया है । 


प्रसेध 52 


माना कि (४, #,) एक निश्रमित नारलुण्ड विधि है जिसे वास्तविक संख्याओं (/,) के एक अ्रनतृण 
एकदिष्ट अवद्धंमान श्रेणी के अनुक्रम द्वारा पर्मिषित किया जाता है जिससे कि #»,->०० ज्यों ज्यों 
7-»०० तथा माना कि (६४) ऐसा धन एकदिष्ट बद्धमान फलन है कि ॥(॥- )>2 (४0) . 
यदि 
४(४7) ॥02 ॥<+((/,) 
ज्था फशए। ॥. » ०0, 
हि 
तेथा । | (४४) | ८४5४0 “पा ) 
न । 
ग्यों ज्यों / . | 0, तो ॥/) की फरियर श्रेणी /-८७ पर 5 से संकलनीय (/४, /,) हैं जहाँ 90 -/(--४) +ज 
(७ ॥) 2.9 तथा * 6/॥., का समाकल श्रश € । 


रखिक अन्तराल [ | के अन्तिम बिन्दुओं पर फ्रियर-जैकोबी श्रेणी की नारलुण्ड संकलनीयता 
के प्रसंग में गुप्ता ।! ने एक प्रमेय सिद्ध की है जो उपर्युक्त सिंह के प्रमेय 4 के संगत है । इस टिप्पणी 
में हम फरियर -जैकोंबी श्रेणी की नारलुण्ड संकलनीयता पर एक फल को सिद्ध करता चाहते हैं जो 
हसियांग के प्रमेय # के संगत हे 


इसे हम लिखेंगे 
ग्‌ह) 4 १५+7 / 4 हैक] 
४७) <5[/(९08 $)-- ४] (आग #) (०08 2, 


तथा निम्नांकित प्रभेय॒ सिद्ध करने । 


प्रमेष 
माना कि (/४, »,) एक नियमित नारलुण्ड विधि है जिसे गुरणांकों (9५) की एक वास्तविक अनृण 
एकदिप्ट अनद्धेमान श्रेणी से परिभाषित करते हैं जिससे कि /,,-> ०० ज्यों ज्यों #->०० तथा माना कि 


0४) एक धन एकदिष्ट वर्धभान फलन है कि /(४--] ):2४/४) 
ं। 
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यदि. /«+॥/३ __ 02,) क्‍ (2.3) 
ज्यों ज्यों # , ००, 
तथा ४2) 408 #--0(7,) (2.4) 
ज्यों ज्यों +-. ००, तथा यदि 
7605 || [#७) | #- 4 कक (2.5) 


२8 


ज्यों ज्यों / 0 तो श्रेणी (2,) योगफल 4 में बिन्दु £-- -] पर संकलनोय है बशतें -_ <०6<२., 25. .... 
तथा अतिपोल प्रतिबन्ध 


| हे ((+)#/१-५६ | ॥५) | ०५८... ० (2.6) 
8 स्थिर हो, तो तृष्ट होता है । 


टिप्पणी : एक ऐसी प्रभेय अन्य बिन्दु के जिये अर्थात्‌ ४->--] के लिये बताई जा सकती है। 
साचल « तथा 8 के मध्य पृर्वंदत संशोधन करने होंगे । 


3. प्रमेय की उपत्ति को हरा करने के लिये हमें निम्नांकित प्रभेयिकाओं की आवश्यकता होंगी । 


माता कि 
( टच | (७+3, 6) 
4/५($४) जज फुए कि 26 १५-; आन (००$ ७), 
(६००0 
हि <०-/-२ 7९७. ० “7777 7० 68--2) _ 2-९-४-7 गा 
जहा ५ स॑ जद 7679 कह कर 2 काटा], बाकह ध्रध्का 


%(#) के लिये निम्नांकित कोटि अनुमान लागू होते हैं : 
0०६४5 ; के लिये |2008) |- (४४०५० (3.) 


| थ्य 
&€ कु €+- बा “>> के लिये 


| एन /727+7/9 >जज 3 9/0 ___ / ५ ) क्‍ | ५ -.. /2 जि 
! (9) | ५ | 2) (०) एन (भं। ढ) (००७ | । (3.2) 


(भाप 2 (० 08 ढ, 


। 
आज कक १००-३, > -३ के लिये | २. ४) |[+50(७%०१४व) (3.3) 


>> 8] 


अन्‍कल&_», 
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प्रसेयिका 2 (, 9. 8). 
प्रतिपोल प्रतिबन्ध 


9 
| (--%)7/2-3/4 | (3) | 4४< ०० 
“य 
का अथे होगा 
ख £ 7578 
। हि ५ (०४ 5) [008 7)-44 | ४/< ०० (3.4) 


* धम्न (१९0५७ 
जिससे भी यह ग्रर्थ निकलता है कि 
3 7 
। /0-7/8 | -- 008 7) --4 | ८४०0०()) (3.5) 
वि । 
ज्यों ज्यों #-+ ०० 
4. आज्रेचकाफ (5, 9. 99) का अनुसरण करने पर ऋऋ+#ं पर श्रेणी (2.) के वें भ्रांशिक 
ग्रोग को 


(००४ ४ ध608 ५) &, (, ०05 ९) भांप्र $ 4९ (4.) 


/()-2%*/ | आए. 2) 


2.2) 
द्वारा दिया जाता है जहाँ (, ००४ ९) से श्रेणी 


कै 7,/५% 0) (]) #,,(० ९) (००5 ४) 
8 हर 


॥5 


2०+8+7 7/8-+ ०-+) /(४7-+ 2 ) 


तथा काय बयहिकी 7 0 7क्ैर-8+]) 


का ”वाँ आंशिक योगफ्ल व्यक्त होता है। 


राव” ने दिखलाया है कि 
५,(, ०08 $) २२५७ 4 77 8) (००05 ९), 


] _2-५-/ 3 7(#-+-० ++-2) 2-ब्नीगिनि हक] 
जहाँ _त जद कछया#का) चछफ) 


प्रा 


26८+7 ५23+7 
5,()--45-2%+/ ) । न्‍ ( 25 (००४ का । हा हा ००05 6) नि 8)(008 |) 4६ (4.2) 
--52५%+ 9 ) | 


४ |, डी) 27 ह? (605 $) 4३ 
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बिन्दु :+-+-] पर श्रेणी (2.) का नारलुण्ड माध्य (५, », 


| 
] >> 
घत्त्का (८ 2॥ ४७9-# () होगा, 


/८। 
गज 
अथवा #-4ततऊ 2 7६ ५-६ (()-4] 
॥ शाह 


न्फ़ हे 7॥ 2%+/ 2. ऐप 72%) 27 है) (605 9) 4५ 
ध् | - ह(ढ) ह,(४) 46 (4.3) 
अब प्रमेय सिद्ध करने के लिये यह दिखाना होगा कि 
70) | , 7७) 2,(७) 4४5०(), ज्यों ज्यों #-+००. 
हम लिखेंगे 


3/ 0 प्रा-- ॥३ "गा 
7(6)५-- 
8) ँ ः |. ही +| 
जहां 6 उपयुक्त स्थिरांक है 
न्न72,+73--2,, (मानलें) 


(3.) के प्रयोग से 


(4.4) 


| 3॥27 
[007०० | [#&)| १५ 
न्‍-5(> (?? श८८+- 4) 0 (जल करा है 
__//(४) 
०५2) 


 -+0([), ज्यों ज्यों -> ००. 
पुनः, (3.2) के प्रयोग से 


(4.5) 


[8० | | [ह७) ४ -- 


१/॥ 


5० |. [#&)| #द-४ (अं 2). का] 


7 8। 





2009) भं० (#)-%-०४ ६५] 


(4.0) 


/॥ (४५४, |2 
ह्स ० 


अब 2, 
अब 

[१५ 

पुनश्च; [२५७ 
जहाँ 


अररमेकटा४क 
उिपलाकरब जमपछ 


पक + 
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न्‍्ट। 4४५, मानले 


अष्त्तत/28) (०0 

का ०₹५- । | 

77०१ | - (४(/0) ,,७. 

3, () ५. / / 202 
० 2 )[ का है 

(#%+7/2%५ 

5 7 


(४) ।70॥% 


| (४--४/६ 


) 46 


। 
8 


वफसललाए 
नीलिनिन5 


2? (।) | ५ 
१[क्‍7 


र्फ ८४-- ३ /2 


/ ४ 
२४५ / ६) (१० 8 छ ( उ्आ 


थी (/0 ) 





४५-२१.» मानलें (4.7) 


हा 
्् 


०्‌ १५०८५ 3। )०७६ [/4) /«+२५०) | 
0 ।( 7 ह ) | 


[7०-/2 ) 
० फ़ 


न0()-+-0(), ज्यों ज्यों #->०० 


; 


(70 


हिज्ातसाधअकज 
द्ाराामभा्ाभ 





] ३१॥)87+777575 


अलनकमत ताज, 
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१/(77) 
कह, 
8 


० ( “का 
2 ॥ 7 


(4.8) 
_८ 
4५ 


(५) 


4 ८४+3|2 


॥ 0९०४४" (१०५४ 
॥8. 09 


५5] ॥ (४ 338० 
४ (४४) 





) 
० 
ह | 


) | 
/ -2०-) हू 
+०“ हा) ५ २ 


हर 


0) अधश: 





4९ 
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बजन्‍न्‍लमननक, 


(# ) उ74५-॥ पर 
हे भर 


थी (४४) 





2 3:५८+७[4 । पं 
४), 


ही मे 


थे 








(४) धर 


-गक 


(५६) शक 
हा /(2७+६ 





0 
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४ ॥7 74 
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॥7 
'फरष्काड |. (हव7/2 >> (४) [ / हु 
मल 270 0 62 की > | 5 ऊपया5 | #(०7+9/8 2... (/-. ])%+2/2 [?/.. 














>> (५६) , ५ 

हा हक /(०+3/४ 
(6 

3 चः जी! 

94 ब। ' हुब्लडड + (हनी )7%4 


(0) 2077 ] हर 0“.-) 5 4; | 
[08 /६ . (कतार । 











0 | (६ /८५+३।8 


50 कफ) मे ! ॥ 


४ ४ /. (082 7 ्रदिनड4/ 


ध ९९५ (दि (0) से | 





-+0() +- 0(), ज्यों ज्यों #-> ०० 


--0(]) (4.9) 
इसके बाद हम ४, पर विचार करेंगे जहाँ 


(४३-०० | [ | /($) | #५-१/% (आ। मी 4४ | 


__ /0/४०- #(/0) ४८ नल 
कट | बा क 3409 हा 


+- 0(/%-7।8 | दि /९) (/१५+४ (7%-7/१ ८6 


(3/९)) 


न्२0(0०-7/5) -. "७2 न 0(0%-7/१) | 2 ४(]) [१-११ 46 


7/॥ 3 (/%) 


500)+00)+0७%-7० | 0 गा $०-भ० 4 


अब 
४ ४४ 6) 0 8 
याद्र 4 /6) ! के 


हे | # आज कक क थे 


* 8 श्र) 
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( ध |2 
“गुल ह * 
[08 ॥४/ /॥/6 


हुँ 2-० ! 
५ ॥082 ») तर ०5 |) 


2-५ । 
इसलिये [४५ |75०0()+0(#277/7) हे 808 ी हर ०७ | 
++0(), क्योंकि <<3. (4.40) 


अब हम 7, पर विचार करेगे, जहाँ 
धर 


वा. 
2, 5... 7७५) | ”ह- 2७0क - “हर ्गगा - उप काा। 
| लक ड। 


5) 
, के है! 7८ 
+ (2(770-१/१ ) । [+(५) | जाए 0) 3+3॥2 
ब्रँ 
+/॥9५ (67--१॥ 3+/2 / ह। | 
(हा | ) | ५ !; 4) ले ५) | (००0४ 9] 4९ 


#(५) (००७ 2) न (००१) डर 4९ 


अर खाााक धार 


(2)! 4 मी लीक 
पा 
“7 |) 





* पं 
; 0०-४१ | 
0 


2८९ +१ ८ कु हा 


किन्तु. /($)5 | (०05 $)--4 | [ ५१॥। ड़ (०08 
इसलिये 


हक 4 0 


-- 0(#%-१/०) हा (0०५5 $)--4 (००७ का धर 


7 


(20858 $)--4 (००8 9 (००5 ः ) थंढ 





“0(*5-)+०6%%, (3.4) से 


 ++0(), ज्यों ज्यों #-> ००. 
अन्त में 
[8० | | ._ #७) 2५७) ०५ | 


-० हक #न, 035 
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स्प्- 6(770+/+7) ॥ हि [/(००४ $)--4| (००: 9 ः (अं 2) ० 


या अमन 


र्‌ 


० 0(70+४) | | ॥-००४ $) -4 | $१+ ०५ 


0 


। 
-007-79) | हुनर | (-००४ ०)-4 | % 
* 0 
+-0(), (3.5) के अंथोग से (4.2) 
(4.4), (4.5), ...... ... ....... (8.2), की सम्मिलित करने पर 


76) <0(), ज्यों ज्यों #->००. 
इससे प्रमेष की उपपत्ति पूरी हुई । 
निदश 
[. गुप्ता, डी० पी०, डी० एस०-सी० थीसिस, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, 970 


2. हार्डी, जी० एच० >फलइव्या 5०7०४, श्राक्सफोड 949, ' 


हसियांग, एफ० सी०, बुल० कैल० सेथ० सोसा०, 969, 6,-5 


जे 


4. आयंगर, के० एस० के०, प्लोसी० इंडियन एक ० साइंस, 943, 84, 8-87 


3 


आन्रेचकाफ, एन०, 4ाप्रव्/र तट (एकॉशशर चं? 567वि, आवटाधए 2॥फए४20-/464/72774774॥४८, 
935, 4, 39-33. 


6. पृती, टी०, इण्डि जनें० मेथ० 96, 3, 85-90 

7, रात, छच० 7७३, रा धींट #शंफार एाउए कााएुरशबादार //८7/टआव[7८., [929, 6॥, 237-254. 
8, सिद्दीकी, जें० ए०, प्रोसी० इंडि० एके० साइंस, 948, 28, 527-3] 

9. सिह, टी०, प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस इंडिया, 963, 29.4, 65-73, 


४ ]]3॥3 २३7 590 #&॥05470॥3॥ 72८८० 
४० |9, ५०. 2, /४०77|, |976, २2९९५ 53-]57 
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नाम प्रसाद सिह 
गरिषत विभाग, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


| प्राप्त-- मार्च [9, 976 |] 
सारांश 
प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य दो चरों वाले #-फलन के हेतु जनक फलन प्राप्त करना है । प्राप्त 
परिणामों की प्रकृति अत्यन्त सामान्य है, अतः इन परिणामों से कई रोचक विशिष्ट दशा'यें प्राप्त 
होती हैं । 
“089९६ 


()॥ $0॥6 हशाश बाएं फिटा0णा5ड ॥0- ऊे-िलांणा ० ० एश्मांक)९5... 29 क्मात0793890 
ज09॥, ४०६] ४83 था /४7४५099]99५99, 3]0]09) . 


वफ्च6 ठफ|ं्ण 0 कांड छएबफ९ ३8 [0 088 609 5076 एशालबवा]हड पिणाी05 ण' स-पिा0- 

(070 ० 49५90 ५क्षा।ं80028... 7॥6 7€४णॉा७४६ क्षाठ 00 एट्ा'ए इ8थालावं एीक्षाब०९० बात 7909 77007९४779 
(709७7॥] 7680॥5 7989 96 त९ए८९ 88 02॥॥0प्र|97 ८8५९३. 

5. प्रस्तावना : | 

दो चरा दाले सार्वीकृत फाक्स [4, 09- 408] के प-फलन को वर्मा! ने मेलिन-बानीज के समाकल 
के रूप में परिभाषित किया है, जिसको हम निम्न प्रकार से प्रदर्शित करते हैं :- 
(4५, , “7, )] 3 [((०/,५ (#;)] 5 [((८/,५ ०78 | (! * [) 
[(00,: 20, ))] * [(4५,५ 420,)] $ [(/५.५ 44. )। 


५.४५ ( 
ष (2०7४ )* | व्‌ 8 ९/(४, 7)४ (8 ।:7) 277 ६8 ६/, 


चर 


(2//], // 9) 5 (॥,/22)5 273 ६ 
(02905 28; (५७६५? ४3 [॥' 





जहाँ 

) १88 । | 4! 729 हि प्र धत 7 
[एश-क) पावर -गनक4वओ यो 7-20) [र(त-०+%) 
4 जी अर ) 

(/(.४ हा ) पा | 8. महा ला धन 
ह 8 (ा 
ए7९7-8, / 8) | 7(|छ-व»े माँ 7(-०/+20॥)  / 7०-८0) 

अपतताव /सा१+ 4 7792 न. च्का2ुताए 
(|:2) 
6.7 8 
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4 7(--८2)+ 28 -+-2/४) 
का 0 की; (।'3) 
ब ऑह+>्खड-ट20ओ उ8 2]-/+ 78 | #॥४ 





$(5-+7) 


तथा [(७,, 4»)] द्वारा # प्राचलों के समुच्चय (4,, 4,), (६५, ४५) 4,, ४/॥) का बोध 
होता है । 


(:4) का समाकल निम्नांकित प्रतिबंधों के अन्तर्गत पूर्णतया अभिसारी है यदि | कट 3 |< 70: 
तथा | 8 » [<$/७४ ही, जहाँ 


गरपू 7 73 न १20९ (५ कक ' 
(बसे [[ 2 बन 2 कक 2 शान 2 बाक हे आन 30 3 || !.4) 
० मु ॥ । ॥४६+ ॥..। 4 4 7 / 
तथा 
[/ १9 ्र शा ४3४ / 9 ५ ४ 2 6 5 
प्र | * 0]र्े- » 02,.+ श्् 2० 4 (7 गन 27:77 ।| 9 रथ ) (['४) 
॥ 4 ह प्‌ ५7० +- 7 !० | है ! रद 0 


इस शोध पत्र में आगे सवंत्र (-) द्वारा परभाषित दो चरों वाले कंटर समाकल को हम 
सांकेतिक रूप में प्रू<, 9] द्वारा व्यक्त करेंगे तथा प्राचलों के समुन्चयों 


(4५, “4, )], (८४, ५ (#,)| (८५.५ 8/५)) [((8५., 90५,)]+ [(4५,, /0,)], [(( हम ?,, )] 
को क्रमश: [7], [7,], [?,], [0,], [2,], [2,] द्वारा अंकित करेंगे । 
इस शोध पत्र में हम निम्नांकित सूत्र का उपयोग करेंगे, ब्राउन [], (१. 822(6)] 


कप -| + (8 ्ः [ )। ([ | न 9)0४7. ] 

ही । | प्पपय एक पा डर (८ 
सा हे हि (|"0) 
जहाँ », ४ का एक फलन इस प्रकार से है कि )(0)<-0, 7८5 ए( --४)१+४१, 


5. इस अनुभाग में निम्तांकित परिणामों दी स्थापना की जायगी : 





हैक किस 4)7 वि, छड) : (7, 8-)2 ॥४३+3 [/? ] [४ ] [ आर 2 ह। /8, ०), [/ | 
20: (23 /9)3 7377- . (65, 42), 43+7 ] | 3]5 620); [(23],(] -- ० --/ /8, 6) 5 
_(- १9) | है झ। । 
9 8 ([ ., ॥)० * (| | /)0 |? (2/) 
द् कि (77. , /772) ; (229 7१9)3 हनी 00] [ ] (६४-- हक /(2, 9). [/?, | 
50 हैं. हीए 220 /3/7; (थ0 (8) 48+7 | (0:]; [2]; [05], (८-४, 8) ः 





| -. 9) 
- पका त[( +-०) ७, (--7)7 9], (2-2) 
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जहाँ ५, ४ का एक फ़लन इस प्रकार परिभाषित हैं कि ॥(0)-0, 7०००४] +०)87 | ४ |<<, 9:>0, 
| 2 ४ |[< ३/३ गे जैथा | छाई 9 |< $ (४२7 - 


उपपत्ति : 


(2-) के सत्यापन के लिये बाम पक्ष में आये हुये दो चरों वाले न्‍-फलन को (-]) की भाँति 
मेलिन-बार्नीज कंटूर समाकल के पदों में व्यक्त करने पर और फिर समाकलन तथा संकलन का क्रम 
बदलने पर, जो कि दिये हुये प्रतिबंधों के अन्तगत बंध है, हमें निम्तांकित मान प्राप्त होता है, 








! ! पदक 224 ता एन नी) 
ठगी |. । हे (७, 7)7 (& न /) हट न्य्ट कर »8 हे न 57) पा | उ(४97 धर था. 
| (23) 
अब निम्नांकित सुत्र, रेनविले [3, 9. 32, 9] 
_.]४ 7(/] -- 7(/०.-]- 
६ ह 4)7 ! (( ०0) जा («८-+-7) (2-4) 


#| /([--- ०-४). (०) 


का उपयोग करने पर तथा प्राप्त मान में (-:6) प्रयुक्त करके तथा फल को ('4) की सहायता से 
विवेखचित करने पर (2:) का दाहिना पक्ष प्राप्त होता है, जिससे परिणाम सिद्ध होता है । 


इसी प्रकार (22) को भी सिद्ध किया जा सकता है | 
3. विशिष्टट दशायें : 
(2-) बी निम्नांकित विशिष्ट दशायें हैं : 


() यदि (2:]) में ३७४३८ 4३-६0 की उपयोग करने पर दो /7-फलनों के गुणनफल के लिये 
जनक फलन प्राप्त होता है । 


2 ६.० की वात सा; जा सके 3 कि “/3)47 (८७ ८७३03 ((४/५७ . १३/: (3-) 
7. 4 कक 4; थए ॥# + [00.५ 84,)]7(४,, 20,)]:(/,, 70.)] 


स। | + #क79 ५ हा) यु अं [(६५, ५ का ॥४2, ब्रा. 9 
. [_--29 2 [6 + ४9)० [(82,; 209.) 222 42 त -+-9)१ 


जहाँ », ४ का फलन है जो ४(0)5-0, ४55४(। + »)?+7 द्वारा परिमाषित हे । 
| ता | माई || 9 0१> 0, | धा8 २ | <. ई%7, ;$ धा8 2 | < 2५२7 





( ८५ 2१ (०/५)] | 
[(/20,५ 40,)] 





ज्‌ डर शाप 7॥, यु क् 
हा 0 2 (8)+ 2 (4) - 2 (0)- < (4) | 
॥ ५ ]. 74 + ॥ ध घर ई 


779 


79 ८ ४६ 22 ८ 
तथा | (0) + > (2))- < (0)- ४ (८/|. 
] 4 ॥72+-]. 2+ 


56 नाम प्रसाद सिंह 


() यदि (2-]) में #,5४४क्‍787772३77१४ 0, 70-4५ + |, 4 २0, 0न्‍_4 की उपयोग 
करें तथा 7/ 7->0 रख तथा करा, मा 25 ५7 को क्रमश: #, #, 70, 6 दीरा परिवतंन' करने पर ।नम्ना किन 
जनक फलन प्राप्त होता है : 


(४ 


पक नननननन--अकन. "+--8०#०+ 


कि (-- ) प्र ॥+ ३ | हा “0, /, 0) [(6/५ “//)] 





आम (90, 240].([ -०+४-+7/) ०) 
हि 79)7-% प ॥7)98 ४. [(५५, 4#)] 3-2 
ओ। --|37 229 [त न 9) [((89५ ४) | ' ) 





जहाँ 9, ४ का फलन है जो कि ५(0)550, /5०॥(-+/०)7# द्वारा परिभाषित है तथा |४ |<, 8:>0 
| #/£ ४ [< व गा 





! हि 4 
५ 55 0 ० का 
जहाँ | 2 (8)+ + (40- 2, (80- ६, 


69) यदि (3-2) में 


हक, [4७५ 4/)] __ पी: 


(] “7 20+ 207 
॥| 895 90) 


[( ] ८; + हर ! )] 





(3-3) 


] 
को दोनों पक्षों में प्रयुक्त करें तथा 5, #, #, 2, 4 को क्रमश: 5 ४ 77 ५ 2 द्वारा परिवतन के रने पर 
तथा प्राप्त मान में प्राचलों ([--89,), ([--०५), 8॥, 4 को क्रमशः: 4/, 8५, 4, 24 ढरा परिवातित 
करके हमें निम्न जतक फलन प्राप्त होता है 


(-)7 प्र४ । [4५ %)]; (०-०7 ४8 | हे 





व | “6 #+छ दूका (०-- 2 । 9), [((9% 3५)] 
_ ([+7)7५6 9 7 8 (4०% 48)] * 
त्प्-क् [#+0* [७५ 8) | जा 


यह परिणाम (2.3) में दिये हुये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वध है । 
इसी प्रकार परिणाम (2-2) की विशिष्ट दशायें भी प्राप्त की जा सकती हैं । 
कतज्नता-झापन 


लेखक डा० पी० आनन्‍्दानी का अत्यन्त आभारी है, जिन्होंने इस शोध पत्र की तेयारी में 
अ्रमुल्य मार्ग-दर्शन किया । 


दो चरों वाले -फलन के जनक फलन 437 
निर्देश 
ब्राउन, जे० वाई०, डयूक सैथ० जनें०, 968, 35, 82-823. 
फाक्स, सी०, ट्रांजि० >मे० सोसा०, 96, 98, 395-429 . 
रेनविले, ई० छी०, 5960ंथां #छा707075. मैका मिलन, न्यूयाकें, ]960. 


वर्मा, आर० यू०, अनेल० साइं० युनि० (एल० आई० कूजा आधप्री० सेक्‍स संथ० ), 97], 7, 
403-[0. 


शर्मा, बी० एल० तथा अवियोडन, आर० एफ० ए०, प्रोसी० अमे० सेथ० सोसा०, 974, 46, 
69-72. 


४ []3॥]3 २३7 5॥3 6 /॥] ७5३॥ 63॥ ?39:07/॥9 
४०0]. ।9, ३० 2, &97|, [976, 782९६ 459-62 


कुछ क्षारीय हाइड्राइडों की वियोजन ऊर्जा 


कु० उमा रानी पन्‍त 
राजकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, पिथौरागढ़, कुमायँ विश्वविद्यालय 


| प्राप्त--फरवरी 2, 976 | 
सारांश 


पाँच क्षारीय हाइड्राइडों [॥]त, रत, हल, ७ठ्त तथा ($न] की वियोजन ऊर्जा नये प्रकार 
के अन्योन्य-क्रिया विभव द्वारा परिकलित की गई है | वियाजन ऊर्जा के मान लॉगरिथ्मिक विभव की 
सहायता से ज्ञात किये गये हैं | परिकलित मानों की तुलना प्रायोगिक मानों से को गई है। परिकलित 
भानों के परिणाम सन्‍्तोषप्रद रहे । 


हज 0 8 87 ७४ 


एछीा550लंग्रांणा शाक'एफ छा 5णा० बोस वजबेलंतुर ग्राण॑टप्रोढ्5... 87 ॥थिा59) छा रिया 
ए400 00फटफाशल। 205 8१086 (०0696, स[0/क्‍8क्कत, दिपराशह0ा ऐग्रएटाइाए, 


एडफाठ्उडंणा8 0िा चिद तींडड0०ंग्रींणा शाह 0 50गा6 बीप्यीं गज्ता।तंठ ॥र000एपौ९४ ॥9ए6 
छ९०॥१ वढाए०त छ०ए००णछशए 8 ॥6छ (99० णी ाशाब0707 00ण7%,.. 7॥8 एक प९३ 0 088008- 
पक्षा आाधाएए ज़लाल 0फ्बापद्वाध्त प्रशागए /0847/॥ग्रांठ 90वगवा 5प28९७४९व एटछ09,. 8 ००/००- 
]8(60. एह[छ९४ काल ठ007रएकाढत जाति पाल लाएथाणद्यांत] एकपठ3,. रिव्वरपा3 0ण7क्वास्त॑ 8768 
885[90[079, 


वियोजन ऊर्जा का परिकलन पिछले कई वर्षों से रुचिपृर्ण विषय वना हुआ है । अब तक 
वियोजन ऊर्जा के परिकलमन के कुछ ही सीमित प्रयास! हो पाये हैं जिनमें कि अन्योन्य क्रिया विभव को 
प्रयोग में लाया जाता है | ठाकुर/”*॥! ने तीन प्रकार के लॉगरिश्मिक अन्पोन्य-क्रिया विभव दिये हैं जो 
विभिन्न आयनिक लवरों के भिन्न-भिन्न गुणो/” को ज्ञात करने हेतु प्रयुक्त हुए हैं । प्रस्तुत टिप्पणी में 
हमने इन तीनों विभवों को लेकर विभिन्न आणवीय स्थिरांकों की सहायता से वियोजन ऊर्जा की गणना 
की है । ह 


वियोजन ऊर्जा (20,), आयनन विभव (]) तथा इलेक्ट्रॉन बन्धुता (&) योजक ऊर्जा (9,) से 
निम्नलिखित समीकरण के अनुसार सम्बन्धित हैं-- 


60 कु० उमा रानी पन्‍त 


>,चत482-7-- 02; 3: ४९ ४० 7 (॥) 
2; 3 -- ० (४५) है. - |" 3.) 


हु मने निम्नांकित विभव प्रयुक्त किये हैं-- 


८€* ह शक पे 

एक 5-72 ०8 [+ 4) . . - 8) 
९4 ही ५ 

(५ च्त ८: आय डक के ० (4) 
2 रे 

0.७5-> न ४2 (०४ (4+ 7) ४9.७. हे ७) 


जहाँ 2, 9, 2, 4, 2, 4 विभवीय स्थिरांक हैं। उपर्युवत समीकररणों में प्रत्येक समीक रणा के दो स्थिरांक 
निम्नलिखित अवस्थाओं में परिकलित किये गये हैं-- 


7८6 

(20), न का हक. 2! 0) 
42५ कक 
हे न 5. ४. 


जहाँ £« बल स्थिरांक है तथा », आयतनों के बीच की दूरी तथा #निकटतम आयनों के बीच की दूरी है। 
(3), (4) तथा (5) विभवों में (6) तथा (7) अवस्थायें प्रयोग करके वियोजन ऊर्जा इस प्रकार ज्ञात की 
जा सकती है-- 


अअ | 7 22077 3८7)/(/८/४९ + ८१) 
/)चती /-+ 5 ] ( हा 4.67 4(/: ५: -:3८*), (/(.7 ४ 3 । 24) है )] 


की 3.__ 3७2 3... 29)) 
>< ॥02 ( [ दम 5 पलक ) ॥; ज#ू। ४. 8) 





__ (0 7270 (//०7--०)/((/४ ८ ९१)) 
523 | । नाट(272/6४2-८१)/(/८/५४ + ८१)) )| 


“-“(2/५2(/८,/,3 --- 2४)/(/८./,९ ... 2») 
><[02 (2+ 7 427/ (/८७०2--८१)/((/८८/५४ -+ ४2)) 7/(/८2/५ नह )/((/८6/५१ -+ ४*)। ] . . . (9) 


2 472 -((47/:८/८५)/(/८६/४) -- 22) 
29.-. ४... € -. (707६7 (८८) (/८८/४ 6 )। | 
शत्ट-7+ 4 [- (गति त्ग 
6 मु (47266) /##८/+०))) है. 5 '६६- “0 


/ ९2 


वियोजन ऊर्जा समीकरण (8), (9) तथा (0) द्वारा परिकलन हेत्‌ आवश्यक आँकडे सारणी | 
में दिये गये हैं। आयनों के बीच की दूरी (४) तथा बल स्थिरांक (£») वाष्णेंय तथा शुक्ला] से लिये 


कुछ क्षारीय हाइड्राइडों की वियोजन ऊर्जा 6] 


सॉरिणो | 


परिकलन हेतु प्रयुक्त आवश्यक आँकड़े 


/2 /:५ 2) रा 

3 मत ० 0? डाइन/सेमी ०. इलेक्ट्रॉन बोल्ट (००) इलेक्ट्रॉन बोल्ट (४८) 
वात :595 "0236 *76 >'363 
चित ] 887 0-784| »76 5:420 
छत 2244. 0:5642 -76 4'38 
। 04९ | 2'3607 0'.5]4685 * /6 4" 59 
(.87 2'494 04674 "76 3-890 


सारणी 2 


क्षारीय हाइड्राइडों की वियोजन ऊर्जा (इलेक्ट्रॉन वोल्ट ) 





हु 0, (समी० 5)... 9, (समी० 9). 2, (समी० 0) .. 2, प्रायोगिक 
[॥। 3269... 269 328 2-5]5 
चित 2373 2 2/73 502 2*24 
| 3-46 2856 -899 -92] 
[(२७॥+ 2'045 2689 “936 -756 
(हॉन 2"097 2"640 2*]30 -956 


गये हैं । ग्रायनत विभव () के सान हॉगमेन । से लिये गये हैं तथा इलेक्ट्रॉन बन्धुता (8) के मान ग्लोकर/* 
से लिये गये हैं। वियोजन ऊर्जा के प्रायोगिक मान सारणी 2 में लिपिबद्ध हैं। ये मान वाष्णंय तथा 
शुक्ला से लिये गये हैं । परिकलित मान जोकि समीकरण (8), (9) तथा (0) से ज्ञात किये गये हैं, 
सारणी 2 में दिये गये हैं । इनकी तुलना प्रायोगिक मानों से करने पर ज्ञात होता है कि समीकरण (8) 
द्राश प्राप्त परिणाम सर्वोत्तम हैं तथा (8), (9) तथा (0) तीनों समीकरणों द्वारा परिकलित परिणाम 


सनन्‍्तोषप्रद ४ 


निदंश 


). टंडन, एस० पी०, फिजि० कंमसि०, 966, 26, 23. 
2. ठाकुर, के० पी०, इण्डि० जनें० प्योर एप्ला० फिजि०, 973, !, 549. 
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कु० उमा रानी पन्‍त 
ठाकुर, के० पी०, इण्डि० जर्त ० केमसि०, 9/3, 42, 376. 
ठाकुर, कें० पी० तथा पाण्डेय, ऊें० डी०, जर्न० केंसि० किजि०, 4974, 7, 850. 
ठाकुर, के० पी०, तथा पाण्डेय, ज० डी०, जनें० न्यूक्लि० केमि ०, [974, 36, 2[7. 
वाष्णेय, वाई० पी० तथा शुक्ला, आर० सी०, रिव्यू मार्डन फिजि०, 963, 35, 30. 
हॉगमैन, सी० डी ०, सद्वा6000:६: ल (हापंडाए बात 2॥फएआं०5, 963., 


स्लोकर, जी०, फिजि० रिव्यू०, 934, 46, 4|. 


४ [373 २37 530 / ॥053॥ 6 8॥) १95 7। 58 
४०७), [9, ४०. 2, ४97॥, ।976. ?28६४७५ ।63-467 


कौम्पे-द-फेरी फलन तथा छ-फलन सम्बन्धी कतिफ्य समाकल 


वी० बी० एल० चोरदिया 
गश्णित विभाग, एस० आर० इंजीनियरी कालेज, जयपुर 


[प्राप्त--नवम्बर 2], 975 | 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र म॑ कंस्पे-द-फेरी फलन तथा आप -फलन सम्तन्धी कतिपय सान्‍त समाकल दिये गये हैं । 
प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई फः प्राप्त होते हैं जिनमें से कुछ ज्ञात हैं और कुछ के स्वंथा नवीन होने 
की सम्भावना है । 
5588८ 

(जा ४0फ0 शारिएश्ञॉड पाए हु क्गए ९ 0९ #<जंल चिाएटरंणा शातें पार मिं-फिलांणा,. 29 
७. 3. 4.. (प्राव89, 2079/ताएओ तएी शिवीणानवांए5, ४. ९, शिह्ंगव्टाग्रष्ट ५०ीॉ९४९, जउध्वफ्पा'. 

प॥गं$ एचछ७' एा४8८॥08 5076 गयी ालिष्टाक5 वीएजेशंड विवाएएं त6& आल पिएाएा 
बात 60 म-प्रादाएा, 8 ० दिद्या॥)८ 06 ल्‍ल्ॉज एशिलाएा कार्द ती8 7 फिएा0ए0 आ8 0 १ 
एछए छुटाशावों परशपा०, ती6 शाध्हाब5, जा 99एएंकीसी।ए पीर फ़्ाकशाललछा3, 886 0 8 लाश शीरप- 
(तक 0! ॥70क्षाए 7९808, 5076९ 0 श्भमए) 8 ि0जफ़ 8206 णा6०8 दाठ8 006ए९९ 40 068 76ए. 


[... विषय प्रवेश 
श्रीव)स्तव तथा डाउस्ट/ द्वाण प्रचलिय सार्वेक्षित कंम्पे-ए-फेी फलन को निम्नांकित प्रकार से 
अभिव्यक्त एवं परिभाषित किया जायेगा । 


0878 । (व) : 8, ४] : (9) : %]; (2) : ९] | ५, > 
3 दा जा ० (05 0: री प्र (( 3) 
हि * डी | 4 कु दर | हि ) (६) 
[60) 7: 0#6 5 (व) 5० (७) ४ व |: आप 


जज न. 5 हद अभाव नम फः 
(५ [ / | हि | [ द्खं है है: 


/8॥ तह 5 #ग : (पृ 47% ९ | जा # 8 मा हि 


ँ 
| 8 आर (९; | ६७ | (४6; | ली [रत ॥ ०९०) हक #। [। १ ९ ] 2 8 ! 
3 
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के लिये आया है जिसमें अभिसरण के लिये 


8 
>>. 55]-+ 2 06/+- 2 १-- 05 ८ ((7>0, 
हे ्ल्ल्ज 


श्न्त्य 


[8 है 8 मं, ह 
थे हनी १ ++ । (:- </ (7०0; 
म्न्ज्य 7 


जिससे कि »->0 सार्वीक्रत कैम्पे-द-फेरी फलन (.]) राइट “थे के द्वारा प्रचलित सार्वीक्षत हाइपरज्या- 
मितीय श्रेणी में समानीत हो जाता है और जब समस्त घन वास्तविक अचरों 6.. ... ४ हैक + आा5 7 
4, "० 83 3 "७ कई कि --७ १6; वफ “७ बट १७ -- ५ १०: १, --., 7७ को इकाई मान लिया 
जाता है तो यह 


4 8 | 

7 जढ] | शाह] ए गह; 

गन | के | ह हे गन्न्‌ । हा (2) (0 ) पर »| के 
की आओ छा 6 [(०:७); (४); * 

(7 सदा 77 श॒त्राए शव] 

का न । पन्नों 


के तुल्य होगा जहाँ #[&, 9] से संशोधित केम्पे-द-फेरी फलन [86, 0. 50] व्यक्त होता है. (बर्चचाल तथा! 


वाडी// के संक्षिप्त संकेत के रूप में) । 


(८) से 4 प्राचलों का अनुक्रम 6,, ८५, ..., ८, तथा (-]) में सार्वीक्ृत कैम्पे-द-फेरी फलन को 


4 4+52« 27 &« है 
50 : ०; 2' |] के रूप में लिखा जाता है। 


(।]) में द्विगण श्रेणी के अभिसरणा के प्रतिबन्ध निर्देश // में दिये हुये हैं । 


फाक्स/४ द्वारा प्रचलित /-फलन को निम्नांकित प्रकार से भ्रंकित एवं परिभाषित किया जावेगा: 








१(/4 
8 8060 
श्ल्ण्य धर 
ए्पयपपयायज-+-+--4&, (-) 
४४ ४7(4-8;+ह /( [४ 7! (ध/--८; /) 


प्घ्ज | न #/(4 


(६५५ ८/) । | 


मम 773 7६ | 
, ४ | (8, ५) के टे7ं 





जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है, 0<.#ऋर-4, 0<#: 2; समस्त ८ तथा / धन हैं, ।, ऐसा 
बार्नीज प्रकार का उपयुक्त कंटर है कि ८ (0-7), 755, ..., ऋ के पौल कंटर के दाई श्रोर 
तथा /(-«+०॥7), /5-. ..., # के पोल बाई ओर भवस्थित हों । 


ब्राव्समा'] ने अ-फलन के उपगामी प्रसार तथा वैश्लेषिक सातत्य की विवेचना की है । 
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संक्षेपण की दृष्टि से 


ह 2 का पृ 
आह 8ट-< 2+2- < 7:>0 
ज पान? 


4. ना 
(५/५८/) अथवा (4;, ००), & से अनुक्रम (७, ८,). ..., (८५, ०») का बोच होगा । 
निम्नांकित रूपान्तरण सूत्रों! की आवश्यकता पड़ेगी: 


यदि ८;, /£ में से एक अथवा कई को शून्य मान प्रदान किया जावे तब भी परिभाषित समाकल 
का कुछ अर्थ होगा और संगत रूपान्तरण सृत्र प्राप्त किये जा सकते हैं । उदाहरणार्थ: 


! | (६,, ९()29५ | | ([ 3) 





(4, 0) , (4६, 2;)५, | 7(--०) ॥7, ४-7 । 

















(6;, ः )5 6 हज 9 (68;, 7089 6 
22227: , /९(! -.. ८)--0. 
घ 77, ॥ (ध;, ८,)., &..., (६, 0) ] ह9 | (ध:, ०)५ #- 
7 | 0/079 2-7 क्‍ ,_ 79 :६/5 |? । (-4) 
जा 2 सह (00 िफ ॥..॥# 
2-- 4 27:50, /२(८)->->०0 
॥ , 7 ४९-२8 77-7, ४ है 
र््र ; (4 ८(): है ] (60) या _ ४ 2७ ८2) ड > *5) 
डर | (९, 0). (8५ है | । गज ( (0; ४2% ट 


६्‌ >277>>, २(2) :>0. 


(4;, ८;)॥, है (2 ० का )४ | 
(0, ४१9), (“7 22 /(] 8) 


(4;, है 
(8; । णिः 9१ 
६-- ५277-50, /(]-2)>-0. 





7739 /7£ 
, ० | थ्र 


2... जिन प्रमुख समाकलों की व्युत्पत्ति की जानी हैं वे हैं: 





| , (%6) 


है ॥ प 6, + 8« 87 >(] --४ )7 77, 8 (' 
#०-+ ([--7) ,/#५ (४, 9; #; 7) ५ 5 का जो पर /£ (]...../६ 
[! (६ ) 27 (7 ) ( 2; ) । ् ह १; (्‌ | ( ) 





(4५, ८५) 
( (3 ५) 


॥३5॥ 
ध्ि न ० 77 9० 
2, ०7*«0 


(4 --॥१, 8), (--७--८०--4ं०, /), (] नी ४ न-न9-7--8--2० -- ८०, £--/८), 
77, 724४ 


47५ +3, /0+2 | ८4 (६ ५ ८/) 
| (8५, 0); (--४--॥8-- ४-- ८9-८०, /न-/0), (। --7--४'--७--८०- ८०, ४ --/८) 
(2*) 
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जहाँ. स्‍तआ' - 7/7)>>20, टन 0;/):2>- 3; तर, 77, प्ि9--७४- ४ “४ ४)>0, :7>0, 4>७, 
पृ,>, | क्ा2 ४2 [६४ गा, (7०0, # 09 
* व 0 0 (| /) हैँ 
जा 6] 78 ॥ ((: 0 6 का - 
हा (>>) 37 (80) )] ०; ० (+(- ()४| 
97, 


| (६//.५ 2/) | 
५८ 7 [हा (--7)४ । को की है 2! 
बा (0५ 9 


पक 
जज 
, 05:09 
[| [[-8-6८७- 4०, 80), ([- छन-॥--॥--४- ० धं०, (६--॥), (५, ०/) 
$ 
को कज की 
६ प/.2, (+3 | (9, #), (2५ 6) (7 #ए शा ५०१० ०८ धं०, (--॥), ? 
| 


ये ([--7-॥7 ०४-९० ०. /-- !) ह 
(22) 
जहाँ 700 -॥(०:--)थ)>0, #+४8//)>॥ रच, "व रप रक्ली। "कह ह। ७ पैंक्‍0 
॥2>0, /६:>0, 0१9 “ ४ -- ४--४)>>३3, | का? 2 [€< का: 


उपपत्ति 


बे ।:8: #” [८(-.7)7' न हु के हैं 
(24) शो सिद्ध करने के लिये ७८: ७; 2! | । हि को द्विगुण श्रेणी में व्यक्त क्त हैँ 


70५  : ु ०५, ९५) - हि $ रगं 
जैसा कि (].) में तथा 7, ५ | 7-४2 या : को (-:2) की सहायता से बार्नीज समाकल 
| । (४05 ./॥ 


के रूप में व्यत दारते हैं, समाकलत तथा संकलन के क्रम हे बदलते हैं तथा इस प्रकार स साप्त समाकल 


का मान ज्ञात फल [6, 9. 399 (4)] की लडादता से निकालते हू। श्रत्त मे (!.2) दी सहायता से बिवेचना 


करने पर हमें वांछित फल का प्राप्त हीता : 


।३ ९७ [आह 


इसी प्रकार सूत्र (2-2) को भी सि 


कर 
अलमन्‍क 


किया यास 


हल 


कली न 4; १ | 


७) 


3. बविशिष्ठ दशाएयें 


(0) | [# >० लेते प्‌ (कक दा य  4 करने पर 


का * !१ ला " ही आ | ॥॒ | , |, | (/.. ९2 
| [घना - ३7] की (0, 7 #३ 7) ७८ : 77 ०४ | हा आीिक। 47 [ 2 5 !)* । ( ; ही /) | ता 
हल की 6 | | (0५. 


१... 60 0 #ए 77/३,०६ 
0 ८0 मल की 6 
25 05 /॥ 


हर 9. से ् ([--४->८/- बंप, है), (| क | एन्‍न-+# (क- तंज ६) (4 ९॥)...]| 
32% | (0५५ १) ( न। 9-४० ८ (०, /), (] मी आओ का आर 48 (०, ६)! | 
(3*) 
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जहाँ (0070, #5+-/0/7:):2-- , 7क्‍क्, ..., 77, 7, 7,, 7.20, / >0 
२(७--७४०- ४-- 7) 7-0. 


(॥) (2-7) में /->0 रखने पर तथा (-3 ) का उपयोग करने पर 


कक । है 
7एजा (] 0.7) ५/] (४, ४; #; /) 5. 
ष््फि 


4, » 2 है ३ | 0 आ ( [ ननज+ 7)८ | 8० 7 द् 
/ ६ 3६ 322! | ! 
(्‌. 5 हि ; एं | कि /)८ | 


0, 7०0 2५, 6 >। 97 7(8 ८०-६०) 


े का ध्नन | | (4--%, ॥), (+7४-+ 7॥#? - -७--८--/9-- ८०, /(4/; ८/) 
अं आ 220 | | (8५, 4); ([-8--३४- ४-९७ - ०, ॥), (|-+7 >]३--४ --८// - (7, /) | 
(3"2) 
जहाँ. >१(७):>०-7, सतत#॥-7-॥2700):220, /55, ..., 78. (४0 --४-४-)००७, 7, 7,, 7.,, ४>0, 


[छाएट [६7 अत. 


हज 2 


(0) (3-) में जब समस्त 0, $, ४५ #, 9 , «, %, ५ इकाई मान लिये जाते हैं तो हमें समर 
द्वारा प्राप्त फल मिलता है । 


निदेश 


[. ब्रावसमा, बी० एल० जे०, (0777008॥0 |४४॥॥., 963, 5, 239-34. 


2, वर्कताल, जें० एल० तथा चाडी, टी० डब्लू, बवाढे० जलें० सेथ० (आवसफोर्ड ), 94, ॥, 
[]2-]286. 

3. चौरसिया, वी० बी० एल०, ज्ञानाभा भाग 4 (प्रेस में) 

4... वही, विज्ञान परि० अनु० पत्रिका, 975, 8, 2097-30] 

5. बही, 3. 4०५७ (४थ्ाटां4, 975, ५०. ॥ (4). 

6. एडल्यी, ए० इत्यादि, 7896४ ० पाव्ट्टाओं एप॥४0775 954, भाग हा, सेकग्रा हिल, न्यूयाके 

7. फावस, सी०, द्वांजे० अमे० सेथ० सोसा०, 96], 98, 395-429. 

8. कम्पे-द-फेरी तथा ऐपेल, पी०, एप्ाला005 #एफएथहढ८णगादाएंवुप्०७ 6 ॥ए०9०४०॥०१५०९४ ] 926, 


गाथियर बिलासें, पेरिस 
9. समर, एम० एस०, (शाए, ४४०, ह॒रप्चषएणयाद रि८०, 56९7. ४ 974, 24. 
0. श्रीवास्तवा, एच० एम० तथा डाउस्ट, एम० सी०, [790 पा. (७४॥., 969, 9(23), 9-202. 
[4.. वही, ४७. ]ए००ा॥, 972, 52, 5-59..... 
2. राइट, ई० एम०, जर्मन ० लन्दन सेथ० सोसा०, 935, 40, 286-293. 
3. वही, प्रोसी० लन्दन सेथ० सोसा०, 943, 2(45), 389-408. 


४ ववाबव3 रि4 ही 4त 8॥05३॥०॥8॥ ?2:7/8 
४० ॥9, |४०. 2, 8ए0॥, ।976, 7३४०५, [69-77 


फ्रिये-जेकोबो श्रेणी की संकलनीयता [४, 7 


आर० एस० चौधरी 
गरि!त विभाग, राजकीय सहाविद्यालय, बड़वानी (सम? #० ) 


[प्राप्त---जनवरी 2, 976 ] 


सारांश 


इस शोध पत्र में अन्तराल [--, ] के बिन्दु &->--] पर फरिये-जैकीबी श्रेणी की परम संकल- 
नीयता |/५, 9, की विवेचना की गई है । 
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403500/८ ितणाव इणायाबर।ए ण उनका इछा०85.,.. 897. ४: (0०प्रधाक्षाए, ॥0०79थ- 
पाल्या 0 कागाराह्वां08, (002८॥76९70 ९0॥68०, 8879४7] (४. ?.)- 


कत पं एकफश 6 39806 इणायएभ्ाा।ए ४, 9,| 26 ०7 00ंग्रा >च्नव 988 ए8७॥ 


(]8८७५5५5८५, 


.. माना कि 276, एक अनन्त श्रेणी है जिसके आंशिक योगों का सैनुक्रम (5,) है । श्रेणी को 
नारलूंड संकलनीयता (४67फ70 $प्र7729॥0) से योज्य कहा जाता है, यदि 


। ९! हु 
[[व+-.. 2 #0-४ 0४०२७, 7-> ०८ 
कम लि 


जहाँ' कि 
6 
। 20 
शल)] 
यदि श्रेणी 
थ [/47 7४-| 
अभिसारी हो तो श्रेणी 2, को परम संकलनीय (!५, »,) या संकलनीय |/४, /2/ हा जाता है । 
2, माना कि /४) लेबेस्क मापनीय फलन है जो परास --]|<:&< के लिये परिभाषित है । 
0) के संगत जेकोबी श्रेणी 
2३ 0 
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“(2४)०- के ड़ हम (०), (2.]) 


॥््न्न्छै 


द्वारा दी जाती है जहाँ 
(20--०--.8--) के (7+-) कं (0४-५० 8+- ) 
कान ने -तद्यक्माण कब) ये 8+-) 


| ([--7)% (+7)7 760) 70 8) (४) व/ 
शो 


विशिष्ट स्थिति में जब 6--१--)-४ हो, श्रेणी (2.) अल्ट्रास्फेरिक श्रेणी (09887॥607 0४ 8९788) 


3] म 
2 8, 2 (5) (2.2) 
/70 ॥ 


में बदल जाती है और ३--+ रखने पर श्रेणी (2.2) लेगेन्ड्रे श्रेणी 


9 2,#, (20 (2.3) 
| 50 


में परिवर्तित हो जाती है । 

४--005 0 रखने पर एवं 2->0 की स्थिति में (2.2) श्रेणी अन्तराल (0, #) में फलन /(००$ 0) 
त्रिकोणभितीय श्रेणी में बदल जाती है । 

विगत दो दशकों में फरिये त्रिकोणमितीय श्रेणी की संकलनीयता (7४, 9,) तथा परम संकलनीयता 
('४, 9.) से सम्बन्धित बहुत से महत्वपूर्ण प्रमेय सिद्ध किये गये हैं । श्रमी अभी हिस्यांग /! ने फ़्रिये- 
त्रिकोणमितीय श्रेणी की संकलनीयता |/४, »,| से सम्बन्धित निम्नलिखित प्रभेय सिद्ध किया है । 


प्रसेय : 


यदि (20 वनात्मक अचरों का एक अनुक्रम है और (2 7#नव) जी दिष्ट और परिसी भित अ नुक्षम 
है तथा 
स ८ 
2; /%(०9 892 52220 (2.4) 
और 7-»0 के लिये 
(08 /7)5 |४(४)|--०(।) (2.5) 


तो फलन /8) से सम्बन्धित फ़ूरिये त्रिकोणमितीय श्रेणी बिन्दु 7-> पर |/५, »,| संकलनीय है । 


3. इस शोध पत्र का उद्देश्य अन्तराल [-, ]] के हिन्‍्दु >>] पर श्रेणी (2.!) के लिये 
संकलनीयता-| ५, #५| से सम्बन्धित विषय पर शोघ है जो कि उपयुक्त प्रमेय के अनुरूप है । 


फ्रिये-जेकोबी श्रेणी की संकलनीयता |/४, #&| ।ह॥। 
7९) के द्वारा हम फलन 
3,3+3 
[/(००४ 8) -4)] 0 2) पक (3.]) 
को दर्शायेंगं और निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करंगे । 
प्रसेय : 


यदि (%/) घनात्मक अचरों का एक अनुक्रम हैं और (७५-:#७-3) एके दिष्ट और परिसीमित 
अनुक्रम है तथा 


५0 


८८7 2%(०8) ४) कल हे 
और 
” | कर है (+8॥/2 श हे 
[ ॥#७)॥| 4०० हद ज्यों ज्यों + 0, (3.2) 


तो बिन्दु पर &5-] पर श्रेणी (2.) संकलनीय |/४, /,| है बशतें ०:>2-/2, 8>-/2 और 
9 
| _, (4-208#-%4 | 0 %८<० (3.4) 


जहाँ 9 एक नियत अचर है । 
3 3) रा टी, ])7 707? (४) (८) 


को दृष्टि में रखते हुये ठीक इसी प्रकार का प्रमेय अन्तराल [--, ]] के बिन्दु ४८ -! के लिये दिया 
जा सकता है । 


4. प्रमेय को सिद्ध करने के लिये हमें निम्नांकित प्रमेथिकाओं की आवश्यकता होगी । 


प्रसेधिका । : (भेगो [4] पृष्ठ 67 ) 


(०७ 3) (००३ 6>- 67%-7/2 (2(877/0), $#<.0&: #/2, 
2१0 80 (७०४ 0०06०), 0६:04 ५ (08) 
प्रसेयिका 2: (भेंगो [4] पृष्ठ 67) 
7(0७ 8) एक मी वर /॥(0) (005 (१४० +- ५) -+-०(१) (४ आ॥| 973, (4.2) 


2/म <0टवर--9 ॥ 


॥(0)--क्रा!/* (आ॥ 0/2)- %-7/2 (608 0/2)-7-॥8; 
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डी 55 कल न 2 » / लत -7(०--/2)#2/2. 





प्रमेयिका 3 : 


यदि #,(8)-22कक 2 2५ 7(##० 8) (605 $), 
/;50 

जहाँ 

पल माह त  अ न अकआ 

/(८६+१) 2 &+8+7]) + /८--] 

तो 0<6</8 के लिये 

॥६॥($) 5 0४7०7), (4.3) 
उपपत्ति : 


(4.]) का उपयोग करने पर 00< <€/# के लिये स्पष्ट है कि 


[2७)-० | 2 (07) (0०7) | ७>०(४१०५५, 





प्रमेयिका 4 : 
[/8<. 6 | ८ गरा-- /8, 
के लिये 
., 09-%-5॥/2 ( )7/0-3/2 
डा 5 न॑/2 पे रा 
[#»(%)| ०|#० (आंत 5) (९०४ 5, | 
0 [हम (आ। 9) ( 05 बे आ 
उपपत्ति : द 
(4.2) में दिये गये /६”” “? (०05 6) के अनन्तस्पर्शीय सान का उपयोग करने पर 
/(((+३/2 द . (7५ -39/2 कं “3-3 /2 
4(९) जा लक 2 (आग) (००४ ) 
[१०४ ॥४8)+/#-)0 + 0()/6 आए 8) |, 
जहाँ द 


८-8 ५2 
अत प » ॥/ल्‍5(० +- 3/2) #/2 





हट 

कु .74४-3/2 हु -4 -/2 ॥४ 

3 (०० | [००५ ()-/९) /८५८५7/8 208 /८9 
; । 


क्या ( शा 59 


फ़्रिये जेकोबी श्रेणी की संकलनीयता |/५, /»,| 73 


न॑ आए (४-29) 22 #0+78 अप #$ | +0() 


४ 
५ कह-० (क ही? («की 
हज “  5] - <08-: 
| 5/ ( 


श्राबेल रूपान्तरण की मदद से हम पाते हैं कि 


॥ ; न 8 
2 किकायार 008 #$-0(8%०7०) (जा 9) , #$>>, 
३ । 


दा 


और 
| ५ 
ज /((०+३ 2 5]0 (किक (2(77५:77/2 ) (आं। ४) ४ ४%>> 
ल्‍ 2 
इसलिये क्‍ 
आई ९ “५-४ /2 ९ -(3-3॥|2 
(५९) | ० ( झंत 9) (००५ 9) | 
“-५८-४ /3 --3 |2 
-|- (2 | कम (अं ह्त्डा (००8 । ।४क्‍ ] 
प्रमेयिका 5 : 
ब्रा“ व मिट कैद गा, के लिये 
[&,(९) । म्प्द (2(॥:+ रा 2) हे (4. 5) 
उपपत्ति 


!( (35 (6७+१)) 
४ .,(%) म ४, (गा ध्य /) बन 2५ ै॥; ४, (2०05 7) (्‌ न )5, 
0 


अतः (4.) द्वारा 
|26)|5० | 22, ६०००7 |७०(४९४४+४), 
मम्मी 
प्रसेयिका 6: 


(॥.) धमण्। 2 
माना कि ४, कर हा ५०- यदि (/,)) धनात्मक भ्चरों का एक अर क्रम है और (9,--/9-3) एक 
१४ 


दिष्ट (7707000770) श्र परिसी मित श्रनुक्रम है तथा 


07 म तर द (4.6) 


तो श्रेणी 2०, संकलनीय |॥४, 2,.| होगी । 
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प्रमेयिका 7: [] 
-0 
प्रतिबंध |. ((+>)09-%४६ |/0| 4८<<० 
जा । 


के लगाने से, 8>-[/2 के लिये 


7 | |/[००8 0--4| (००४ $/2) 77 40<< ०० (4.7) 
८०८03 8 
और 
0 
प्रमेधिक। 8 : 
यदि 59! (9) श्रेणी (2.) का प्रथम क्रम का #बाँ चिजारो योग हो, और 
/ 
ह(७)-| #0)| % (4.9) 
[:+ 3/4 पे भ * 0 0 
7 
तो 
(7) ली में ज्यों 4.]0 
9, (५)-० हद मर , ज्यों ज्यों ॥->००. (4.80) 
उपपत्ति : 
श्रात्रेश्काफ |! का अनुकरण करने पर श्रेणी (2.]) का बिन्दु >-+- पर ४वाँ आंशिक योग 
द्र 92 १28 ; | 
$,()5:2%+ 0 । |॒ (आग 5) हु (००४ के / (००४ ९)? अर 5) (०05 $) था $ 4९ 
न 266+ हिका जा, ॥6) 2276 कं (००5 ५) 4९. 
इसलिये 


590 ($)52% (|, 0-4] 


“| 7७9) ४७) क, 


फरिये-जेकोबी श्रेणी की संकलनीयता |?४, /,| [75 


। 


जहाँ 
8७) <०?व्भाहिता > 2५ #(व+ए 8): (०08 6) 
0 
प्रमेयिका को सिद्ध करने के लिये हमें यह बताता होगा कि 
50) (७) (5,() --.4)--0[%+४०%;(०४ ४2]. 
भ्न्प्री 
लिखें 


+[+% 6 ग्र-3 (7 या 
5” (७) | दा । +. +_..' 
0 ॥[ 0 « ब्रा 


जहाँ $ एक उपयुक्त चुना हुभा छोटा अचर है 


न्‍्नमानाकि ॥, --/, -- 75-7६ 
/, में, (4.3) का उपयोग करने पर 


५ ) 3/॥॥ 
|॥|-०0४००) | |#७)०% 
-- 00१73) ]/#०+५०५ (]॥08 ४), , (4.9) के अनुसार 
न (2(#४९१%/2/(]02 #)८. 


पुनः (4.4) का उपयोग करने पर 


[| < 0(हवता नि (आं। 9 हा (००५ ५):8-0 3 [($)|4५ 


6 ९--४१४०-३ [2 -2-3|2 
-+ (0(४%+7/2) हे हे ( | ४ (००४५) [/($) 4९, 


5 0०७८०7० [._ #7*-*०/६७)| 4 


२ 0(क7 /)|#, (6) ४१ 77 |, 


[7 


+0077+7[ [ #00) #7*77* 4५ | 
4/7 4 
(00%+7 2) -.- (277%75/%/(]092 ४)5) 
6 
-+- (0(४५%+१/2) |, ह (#०+१%/(०४६ /6) &) 47५%-7॥।३ 4९, 


बयोंकि 5 पर्याप्त मात्रा मे छोटी चुनी राशि है । 
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अब 
ठ 
| .. 0०8 /9)5 ॥/ढ7 4४ 
5 0 
-- [॥॥०8 ॥/$)5 (- 8) |, ५ +- ॥ 0 (08 /6)-५+7 [/ढ% 4६ 


>-(()--[४/(08 ४)5]-- ०() हे /92 (028 /9)6 49 
इस प्रकार हम पाते हैं कि 
0 
|... /0०8 ॥/8)5 ॥/8% 48--0७/(०४ # ०] 


इसलिये 
[7५ | 5 0[#%7भ०/ (०8 72) 3], क्योंकि / >>0. (4.3) 
४3 को लेने पर 
प्र -7॥॥2 फ . (7०-52 / तै, +/077॥2 !' 
2 6 ० | [ह(8)] हा ॥ [जग ) (००४5५) 4५ | 
गा- |? का बी “८८-52 ् 3-8|4 
शा ० | हे [2(कै)| ॥५:४१/2 (अप 5) (००5 | 48 | 
। बर-.॥॥ रत 6 १ (0-7 ।& 
न (ज[77१77॥५8 | रे [/(005 $)--4| ८05 5 (००४ 2) तक 
प्र..]॥7 8-.3/2 
नी ()[#५११/2 पर द [/(०05 4) -- 4 | (००४ 0) हर 2८ 
++(2(४%+7/9), (4.7) के अनुसार 
+7(0[#९+%/॥/(]08 #)5], क्‍योंकि ७-0. (4.4) 
अन्त में 


[7५5 ||__.. 76) ऋ() के 
++00%+8+2 | (#($)| 4५, (4.5) के अनुसार 
न (2(70+ | न हि [/(०05$ $)--4| (आए पक ह (००४ 5 ८ 
3/॥/ 
१0(6%#%) | 7 | (-००४ 9)--4| $% 4५ 


२0४००) | * | #॥-००४ $-4)| $8-7/ ८५ 


॥। 
री 


फ़ूरिये-जेकोबी श्रेणी की संकलनीयता |/४, »,| 77 
++ (2(४०+7/४), (4,8) के अनुसार 
+०()[४९+४/१/([08 ॥)5], क्‍योंकि (४:००. (4.5) 
(4.), (4.2), (4.3), (4.4) और (4.5) को मिलाने पर 


7) ($१)-८/[४००१/४/(]08 #)5] . 


प्रसेधथ की उपपत्ति : 


प्रमेथिका 8 के प्नुसार 





कै दा | ० है 
है] 0. (५) |... 0() 5 $०+४//४,(०8 १)१-०(), (3.2) के अनुसार; 


(- 


' ७ प4233#30७०४०+ पका फमपभउजक, 


छ्न्त। 


कुक 


, 
अब प्रमेयिका 6 से प्रभेय उपपन्न हो जाता है 
प्तशता-शापमक 
इध शोध पत्र की तैयारी में प्रोफेतर शर्म प्रकाश शुप्ता ने जो परामर्श दिया उसके लिये लेखक 


उनका आभारी है । 


निर्देश 
।, गुप्ता, ढी० पी० तथा चौबरी, आ० एस०, रेन्डी० ऐकेडमिया नाक लिन्सी, (प्रकाशनार्थ स्वीकृत) 
2. हिस्यांग, एफ० सी०, जर्ने० आस्ट्रे० सेथ० सोसा०, 967, 7, 25-256. 
>>». आन्ेश्काफ, एन०, ग्रनिवर्सिदी डे सोफिया, 936, ॥, 39-33. 


4. मेगो, जी०, 00॥089णाव5 70 ज्ाठगांध$. कलोकियम पब्लि अमे० सेथ० सोसाइटी, 


न्यूया के संस्व:रण ]959. 


0? १4 


प।[8723 375#4206 /#॥७०5३॥०॥७॥ ?३८/] ६9 
४०. 49, ६०. 2, »9॥॥| [976, 798०5 ।79-90 


एक प्राचल के प्रति दो चरों वाले स्त-फलन का समाकलन 


वाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 
संप्रयुकत गरियत अनुभाग , 
आई० टी०, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


| प्राप्त--सितम्बर 24, 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में दो चरों वाले 7-फलन में प्राचलों के प्रति कतिपय समाकलों की स्थापना की 
गई है। प्राप्त परिणाम समर, गोयल तथा माथुर के सार्वीकरण हैं। कतिपय विशिष्ट दशाओं की भी 
विवेचना वी गई है। 


2050 तट 


फाल्ट्रॉबाणा ता लै-जिएटाएणा ता (छ० एशा40९5 जाति 7९४९८ 0 3 छथ्माक्रात४/2'., 29 ९५. 'प. 
एब580 376 7९. ॥६., (90009, ७7॥०6 ०7॥6748/008 5९००, 7. 7'., 8. प्र, ए0., एद8799-5 


[7 ॥॥6 7682८70 949९7 ए6 68कणीशी एल) वराह्शाह्वा0ा5 शो 765960 00 एथ/धाा०ाट'5 
जा -पिलांगा ० (ए० श्ा।8065, 66766 ७५ 'जा।॥ 806 (०७३ [3]. 7४6+7९४एॉ४ 050760 
काल एलालयइ078 ता क्िद्ाद [6], 009व 270 ४व०ापा [7]. 50706 ाशिल्या।र एथ्वाप0पॉक्ा 
088९३ ॥99५8 980 0९९7 0[80प758$820 . 


]. विषय प्रवेश 


मित्तल तथा गप्ता ने दो चरों बले /7-फलन को सांकेतिक रूप में निम्त प्रकार से परिभाषित 
किया है--- 
| 8 रे ((६/,, ०/ ५ //])) ! 
/2$ ५] ((00,+ 0.5 09. | 
| 
| 


7725 7३ ) (०५, १/४५)/ 


हि » | 
ऐप 25 2 


(> ५. ) ्८ 4 


80 वाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 


।09५2 | , 
कि 5] | 2 | 62 34 (-[) 
जहाँ 
१73 भू 
$(७, 7) रू दा ४(8/-/७४-४॥) ४ /(]-- 4/+-०|४ 4-४7) 
शत ल् 


। है 7(0-8/+/8+2;0) 77 7(6/--०४- ) | 


स्प्प्ट्तू जुट 


0, (9) 5 77 7(४/-8;0)7 7(--०,+३|5) | ॥ 7(-4+8/) 7 (८ )| हु 
उच तय हि अर (6९ 


6,(/)-- 7 7(॥ -27%/) पर 5006 | 7 7(-/क्मा) 7 वएण-्ण !| हि 
हक थ अ 
तथा प्राचल #%,, #8,, 275; ५, 2५, 75; 703, 229 773; 40, 4५ 4; इत्यादि निर्देश?! की भाँति परिमाषित हैं । 
सार्वीक्षत मेहलर परिवते युग्म //), #(/) को निम्न प्रकार से परिभाषित करेंगे 
॥॥(/) | आह 76 47 


हर / (3६ -- 77) 
४005 |, हक 


लांडीज/! ने निम्नांकित प्रमेय सिद्ध क्रिया है। णदि //), /(४) तथा 20), 6(/) सार्वीकृत सेहल'र परिवतं 
का युग्म बनाव तो 


(-4॥2 (7) (7) 4 (-2) 


५० हा ५० (३. का " |!) कर ु 
[80/0 *- | फर्क? ०७) ह6) ०. 


निम्नांकित सार्वीकृत मेहलर परिवते के युग्मों की आवश्यकता होगी । 


यदि //)5-(७-)"-४ (#१-- ])-7/%, 
तब एडेंल्यी”4 द्वारा 


_ 2%-० &॥ (>गा) (2-- |) / (- 0 --॥८-००) / --»+ /«) पक 
*४ल्‍७४७-७छक 2 हि /त्‌ व ».) ० ( || 4) 


बशते कि 7 (0--/) :> 0, ४(/--)१--०) ०0, #१९(/५--)-) ») >> --. 


॥(/)-५ 





ग्रोबरहेटिगर तथा हिगिस/” के द्वारा, 


यदि 09) -->27-& #2८०/8-798॥ 27/%&-ह (/2 -- ])-7/2#, 


तो 2(४)55 ४ |४४५/4, 4/97/(>८); (["5) 


4-फलन का समाकलन 8] 


बशततें कि 7?८(/८)< ३. 


“2... मुख्य समाकल 


इस अनुभाग में प्राचल ४ के प्रति हम निम्नांकित दों समाकलों को स्थापित करेंगे * 


| हु 4 ($-7/८--7/) ४४ +/495 १/27// (४) 


0. ४ (--/४) 


7($-॥८+:॥४४) 


2--7775, ! कत (३८-४2. ०, /), ((५५,, ०५.५ 4#,)) 


कि य 2+- 4; 


( ग9, 72 ) 


(9 0५ 


( ॥73, 2३ 


(285 /28 


(4 -:37--/, ०, (७), (20५, 0.5 24,)) 
(८७, 2/५)) 
((40,, 00,)) 
(०, 59,)) 7! 
5 


धरा 


77, , ] | शत हि ( [ ४ 2/९ 7०० 2, 0, ()५ ((4/, ५ 6], 5 “49 )) कि 


8- 7745 47 ((0075 /4,5 2५, )) 


सम 20 >तीत॥०७/4 6 -/2४  ॥7 
/77725 9 


/95 42 
॥773. 7748 


(295. 8 


४ २रक्रजकाणआ, 





((८/,» १/५)) 
((4 ५, 04,)) 
(०५.७ /%,)) 
(4.५ 45)) 


(2-]) 


हि 
हम 


बशरतें कि 0(/):.४, पैंथा ०, ॥>0, /(७--३/८ +००। +- ७०) >>0, /९(2/ - 3+0.9, “०१५ )< 0, 





| शाह ह ३ 07ग, ४०0, 


| (2 १709 
पलने हे जता < नी अं - 
है 4 729 + ४. | है 
73 पः 23 . /2// 
शस्स मय हे छा ऑआकआ..: 
/ 82)१"7. री गं ' 


४६: 
< 0/०- 
3 


॥0:+ 7. 


(8 पः पु ई 
ब आवुलल ४ औ-+ 3), 
१ ] 


5 4. 


छाए 9 | छुै/एए, 7:०0, 


प्‌ ( 
* बाण 2 
है 


9 


6 रू पा) /१(व॥/॥)(॥55, ..., #,), 0५ हू पा! २ //7%)(४5-, ..., 773), 


८-] 
8, बवाक है 7 


। ध्थ॑ 


है| 


82 वाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 


डे -+ 7०० 78 ( चना .» 773); 


तर्थां 

० 87 (/-॥)?7 
0. <(-+-7४) 

पर +-2, 7-५ | ((०/,५ ०#,३ 4#4))5( + (८-२, 9,, 09),( --१, 0,, ०५) ५९ 
ः 2 ४६ का 2 ((0५३: 20]5 दर (है 77ैै क/-८7 ४, ०५ 09) 20: > 
77५, 72 (८५, १/७)) 

295 48 (4५५५ 0५, )/ 

| 5 

जा 7५355 (९५.५ “%5)) 209 > 
(235 ५8 (४३ /4,)) द ह बल 


[ क पा 2 ४] | ) ((ध 2 0 (१. (5 हर रु )) (4 ध्7 0५५ 0॥)( [ 0" “८, 03, 0५) 


| 











2? वकऊ 4 । (9५.७ 3 4] * 9, 0) | 3728 /6 64 ॥५ 08५ 0.0) 
मा गा ((८ ४, ५ 9 #५')/ 208: 
४ 
!? | (४4, ., ०4,.)) धो 
| 
( ४ ः 04 ३९ 
४773 , 74 । (८ (32 /5 73080 274 2 
| पा 
| 23 5 43 रा 4३? री 4३/2 । 
वा ( ०--१ -- 020+ 
+ हजला, 3 जय पिकोअ- हू 
802 2, लक के 94 
ही ही / / ग] 0, 
| /#8 77, ॥ (व /७5 % /॥5 * /॥३/)/5 [(! “4४0, -- * शा | 000 3५, 
प्‌ हि 
| (५-4 ++3 $ ह [9 ' । + ह ७ नल »| ।- 6५ 
। 42 दा] काउशशाशाय का (( 4 (3 2 थ 2 03/2)5 (( से ८/५-77० कु 9, 2 2/25 
77५, 232 (८७५७५ 2 /५०)) 
' 22235 42 * (4५, ०५, .)) 
हो (८ (०५,०७५ 4, )) 
| 2035 43  ह5 4 9. 0)) 


85 % ७ )) | 0 ली 
है, 0५, ज ००) [[ ग0क्षती 20 (#ए वाया अर हि , 8५; )) द्ञाणर आप 


9५ 9, ] ( ०-० *ै-- ]-+-0; /7+ 03 0 4 
3,77४ 8, 799 ॥ः | [- 4७, न4#, (४7 आह कह /ए ह 2 )) ०४04/94 





ध-फनसन का समाकलन 83 


र हा रा है के 7) ! रो ( ले ९ न को 2३) 
नि ध 4 
जहाँ. #/१“+क्न हू ता तथा ५ 9) रा पा०ए7+- धर 


2(।-/]+#2,०,) , / 7(०--</) 


चाहा 


बशत कि ॥९(४-॥८-। 8,9 4-30, ') > 0 खकै-००-०ई 403 -+-090/)<0, | शाह ४ | < ३४7, | आए 9 | 
<€ शएा, ४7००, 7> 0, जहू। 


0] स््ल !07 /२(६,/97)॥ ल्ल्म्ण ] 9 ०००७ 7772 | 05 स्वत] 0 /0/7५) । -- [ 9 ०००१ चि 9 
जप 8. 
93 ल्क्‍ाए 85 7२ (2. ु ) -+ ,.... ४५ 3५ न45 7२ । " | >>, ..., 23; 
; 





2 
[॥ नये 4१ ८ है । | बा 0/-- <; 0 जा एप बा न आओ 
। 79 . 77४०9 + 3. *' 
!3 /१8 ० प्र 23 धन 
/209- अर 5 8 यही 5 2 2 हे है, 
॥ 73 शी ॥ 3. ४ १8" 377 ॥ | ॥॥ 


(०५-०9 - 00) 0, /(०--/--३+ 9.8,  -- 8,8,/) <:0 तथा | क्षाए > [दुर्ग 


| धाह 9 । एग, ४, ? >0 जहाँ हक कप आप 2५9४ तेंया ? उययुक्षत में एक और अधिक 
डेश रखने से प्राप्त होते हैं तथा 8,, 0,, 8; और 8, >0. 


परिणामों की उपपत्ति : ह 
में करन 

(-2) में ह 

; ह 0, 0 ((4/,, ५ ५/.] रे ४2927 (7 700: ])० 

। 9 ५ ॥/। ८7१ कम 2 ५ 

2/)ह (#॥१-- | )?-7 प्र! 427 रथ ४ । |] 9,)2 

हम ] ((०५,, »/५)) 

| "2१५- 9५ (०५, 00.) 


773, 73. ((९/ 3? 42% )) 









20775 
| /235 ५५ ((/9५५ 4 ५,)2 | 
रखने पर तथा (-4) का उपयोग करने पर 
; [ ः 9 0००/ हि < /3))3 
(7 26 के 2-70, 22८ | ५ (९५ 9 /0 $ 2 )$ 
(४) “ (६ -- 3/--२४४) की पक 
॥773, 772 ) ((८/,५ »/४५)) 
"79 4५ (4५५५ 00,)) 
77/43, 773: ((८/५१ 4#,)) 


/28 ५8 (( ९3? /4)) 


84 बाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 


(4 हक 3/ “709 ०५ (2) (] इक 3/८-- 2; ०, ०) हु 
(3'4) 


(४ न औैग--/, ०५ (2)५ (-- ३7 “० [29 ०; |) है 
बशततें कि ०, /६:>0, 


7७-]६&+०9+७0)>0, #(४-३ै+गधर+ 050, | शाह ऊ [चुका ४०0, | था 3 | 
<उरिता, 7०0, 


79 73 प्‌ 


५ तं । 
729+ *. ह। 779-+-+. व 
पर 28 5 
थ्य्त 2: 5 33 ५ रे पा पर ०० ह। ये है हे असम 2, र् 323 3, 
हे 83+7. ग8न 


8,  >याय) २(4॥/07) ॥-२, ..., 803 02 क्या +९ (#) ॥४- | 70९; 


2/--) . [ 
34 न पद (& 5 जी हम 8३ 228 | पः ] हक 3३४४ 83 
१/ कर 


पुत्र ७)5-27-४ # >8/+-7/2 टा/धप-क (+2... )-7/%, 
लेने पर हमें 


4४) 97 ॥/+/4, 3॥9॥/(7८)+ 
प्राप्त होता है बशतें कि ॥(0)<: 3. 
अब (]-3) में (७), 60), /7) और #() के मान रखने पर तथा बाम पक्ष के समाकल का 


मान द्विगुण कंट्र समाकल में दो चरों वाले 2-फनन' के द्वारा व्यक्त करने पर तथा भ्रान्तरिक समाकल 
का मान लैप्लास परिवर्त की सहायता से ज्ञात करते पर हमें परिणाम (2-) की प्राप्ति होती है । 


(2-2) के लिये हम 





( | ((4/,५ 0६ /॥% 4 # 22 ( 8 
# मे है थे है ॥ 
न 9, , 2,., 2 
ना | न, लक 8) 
खाक 79, (१७ 2४) 
] 
हा 40 | (4५५ 09,)) 
का 73 ५ (०, 22%)... है 
( भे ग 3 | 90 न )०2 
29 ५३ | (9५5 45)/ | 





लेंगे और तब (:2) तथा एडेल्यी?! का उपयोग करने पर 


-फलन का समाकलन 85 


लक) _ 20-# औैए ((॥--३)2 
द प्रा 


॥ा न रे ८] चै- ] ((०/,५ ०/५ “/,))5 (4 न (०  प 84909); (! -- १, 0, 0,) है अ 294 


हल बलीओ 889 5 00 व 08 7 कि 9 20% 
772, 77५ ((८५,+ १/५)) 
(2७ 4५ (४५ ,५ 0०५)) 
777५ , 4] ((०/५३ 4 ५.)) 
235 ३ (५३३ ४५.) ) 


बशर्तें कि /१() --/८+ 839  -- 9५8, ):>0, /९(3- (“99 +-0899)<0, | 8 5 |< ३४४, ४४:०0, 





| क्षाह ४ यश, 77०0, जहाँ 6,', 8,, 2“, ,, ४ तथा / उपयेक्‍त अनुभाग के अनुसार परिभाषित 
गेंगे । 
पु: 
का, का (47५ 0 ४७ 6 )) 
ध »(#- | 
'[04 47 :[(2५,७ 9५, ७ 24. .)) 
ए(/)%(/- )%-(/82 ... )7।%# ज् हु भ ह के 
जज: द ((०(/,७ 9» /५)) 
2, 2१ ह (4 ५,/ 90 0,९)) 
ह 9(7४--)74 
073 ५ 73 ५ (९ /॥३०७ 4 ॥३! )) 
ला / (7 4,७ ४ 4.) 
लेते पर तथा (]:2) और एडल्यी?) का सम्प्रयोग करने पर 
हि ) 20+%/ 
लत पल 
(५ «९ ] ] ((47 ॥, /, 9 #] 5 | #३ 2/5 ( जा ०. 09५ 0, ), (! णाण --/८, 04 ०0६ के 


(8 0"  05 2 4, 52/5($ ध् न 7, 0, 94):($-7५० >ह एलन, 03, 0५) ॥ 2 





आल 


( | 4(6 ॥9७ १ #५/)) 





। 
॥78 , ॥५ | (४ ॥, ७ £ %, ')) 
(8 * 493 ॥ [५,॥3 774, ))) 


(0 ]2 


86 वाई० एन० प्रसाद तथा श्र० के० गुप्ता 


बशर्ते कि 7((०--१४० -+7%०/ ) >0, (० + --३- ०३  + ३0५ )<0, | शाह [< ४7, | ४'£ ४ | 
< १07, ४0, ४70, जहाँ | % ५87, 89 + ४ तथा ? उपयुक्त में एक उठ अधिक रखने से 
प्राप्त होते हैं । क्‍ 

अब (-3) का प्रयोग करते हुये बाम पक्ष को प्रसाद तथा भुप्ताएँ) के अनुसार श्रेणी रूप में 
परिणत करने पर अर्थात्‌ 


पा 277 प्र. [8:7, ९.४: | [9 ऋण हा 0४76 हे 5 ( गे 20% (((०,)9 77/00//० 
9 भ्न्क 





2--/22 60 ) 
| 73, 2772 है | (6 ?] 2 0. (3 8 १ )) (( 9५9 0 हि 00 दा 00 ह/ । 
| 
हु 
20 “49749 4. 7/07/22 (9 45 8 48 5 0] )) (( [०2५ ० 5 /)/ 0 व 607 की 4 / ) | 
( 8758, 772 (० 927१ 7 2 )/ 
42% १५ ((४ ५, 9 ५,)) 


(० :+/ 
((८४ ५.०७ ४० /६)) 











॥ 7773, 773 ) 
28 + 98 


कं 4३ /9 ४ 8 /)) 


!) 7-| । ( 
| -- (व न 2, 0/ लक रे कह ॥# 8.५ । ५ /20। ) | (०7।० 
)) 
|| 








2-7 /८2 न, जा हक 
रा “74५, “५ ५ हक 7 ० 7 का की 
जहाँ 
77 
7 (५ 
// ((॥-7/9,) ४ :(।-८/ 
तथा ४/(७,) 5० मा मम कम 
7 7(!--+ 70) 7 7(० - ४७) 
| >ध्या8+ ३7 772+ 3 
बशर्ते कि ०, ०, /५ /४>0, | काश 8 |<€ ३३४, 3-0 >0(० 5०0० +- (७-०७ -| (2) +> 
+(०--०१ +-/७० -- ०» + । << 0 जहाँ ० जया /१(4//6॥) ॥ 5 3 7779, /2 न्य्या॥) २ ॥,//१) 
| 973, ;# व्य9४ | रो] .» 8), 0 ज्|4%5 ० कल ७७9 लथा# 


) 
8, 9, 87 उपयुक्त समीकरणों में प्रावलों के दोनों ओर एक एक डेश और रखेीते पर आप्त होते 
तथा | ३8 8 | <कुधन, ४०0, | कह ८ |< 7४7, ४०0, 


४ मिल / 
पा ८] पक 20 हि न ८+ 0] 45:22 हि 0 न हक »] ठा ३ | 
ध डर 22/ ध2क 7 


>फैलन का धत्माकलन 87 


/] 9. १ 
पड तल ८; न्‍्त 2, न- <> मा 4 शनी ेआआा- ४ हु । 2 
प॒ ] न ॥73+. ॥. -- 3 


| धा8 6 |< ३0४ |, ४ />0 [धाए्‌ 2 


[६3४ गा, 7-०0 जहाँ ४ और 7 ४ तथा » प्राचलों में डेश रखकर 
प्राप्त किये जाते हैं 


विशिष्ट दशायें : 


[.. (4) 9775477०-%/«5०0 रखने पर तथा हल करने पर 
| ८ (8--/--77) (३ -- ३7-४७) 


कै कल. % «५०० तन वननननाना क+मनानसात 


० (फाओ 76 ३6:३8 है #ग७ ई(२05०277% &7-आ४ ४-0० 70] _ ३६ - ७) 
बशर्ते कि १(४)८3, 72 (2-- ०) 0. 


(४) प्रुन: #,5-4., 55 0:«|४ रखने पर 


| रे (१9 /->7/) क्र +१॥ 45 2//<0) पथ पक | 
0 (7) ४ (४ 4/-> 08) 0852, (2+४2 





(| १८-४७, ०),(०७,, १५७,)),(--3/ -- /, है 
2 78 20 ०), १( 4३९ 


2 2 709 79 |-३ 
४ 27% 0-॥-४/६ ०-/2४ प7 4 ]-० 





( + 3/- 25 ०) ((०/५,५ 28 | 
((4५,, १0,)) 


बशतें क्रि /९(/() : 3, 77» 0, /९(0०-- 2 -| ०50] )5 0, 0 (22-डैन ०8, )>0, | शाह ४ |<३30ग, ०-०0, 


!2 9 /29 7772 0० $ 
धन्न 2 0... 358... # 8. 
है ई ज हे 
/4+- १. 779+ 7. 
0, ब्यावर) (4//$॥) #--], , मर 
9 605 7). 
जि नम्व952 /९ (४ न १ ***५ /7/9५ 
/ 


यह परिणाम सम'र/११-)॥ दारा प्राप्त परिणाम के तुल्य है । 


<- (4) (2:2)में 7774 >२0]१ स््शा कतफा ++05८०0३८८०५ रखने पर 


( | हर धव्‌ न [ ((4/,, ०५.५ 4 /,))5 (3, 0,,0५)([ दि 0; 0॥५ 0.) । 
बजे 


हा /ि ** धान 2 | ((80,५ 2 १ 29, )) ४ हर 7/,0,, 0,) 
पा (/. २ 
|, मा। ह/ 96 # | 72 (०५५ १9») 
(2295 42 (६५ ,5 0५, )) 
(क उग (८५५ 4/,)) 2049 | 
/295 (५४ | (३० 443) 





वाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 


88 
(200 7 पु हर )' 2) रा 0.--)५--० ०[ 0 
ध हा है 20 गे गा है ५ (9 ) 
72 77 209 7 
४ "(£.) 72 7(]-*) 
हद शी 
7 70-77.) / 7(]--03) // 7४८) 77 7४) 
खाद्य लात कुत7 हो 
जहाँ 
| ०० ध ज-++ धें; ला के मय 0) /। टी ] दस हे णं ५) । 
; 4 
0-० | -+- 0५ 0 50 
245 _7-0 2 सर $ हे जा की! ८ | 4 (| 8, 0५% है 





बशर्ते कि 7()--#- 8,6, + 00 )>0, 20(3--/८--३+-० 40५१५) 0, 
8, न्याय 22(4)/9॥) ॥-+, .. ह08, 02 व्यय /( ॥//॥) ॥<«, ... 795 


] |  आ । 
8. जा95 रे ।( क रह 23 मय मी 2 008 02%, ्‌ १: ) 58 5०7 8 0 बह, 5 


| धा8 ४ [€इघक, ४7०0, | धा£ 9 |< ३8707, १:०0, 


42 22 2 2 2 2 ॥ 0] 
















/29+ ) . 70+-+ 
हि ॥/। है 779 7 / ४ 
जहाँ शनन 2 का- 2 आपने अका- ४ 7/- थी पक हो 
78+ ]. गिद्धक.... व 9. ०. हू 
(89) अब (2-2) में ७", --4५5८७४550 रखने पर 
[“ लि श)ग कक के । 920 | [-.69 0) (९५० ४ /0 (| ५ ६; अर] 
0 र्‌ (--77) 23774, 48 “४ ; (3-- 6. “+-९ पं 0॥) (7 48 * री 4६/) | 
है ४३ -+- ध ! ( न कि १, 0., 0, ) भर १(4/, ५ ७७.५ < ॥3)/5 ([ ना 0५ 0,५ 0) ») 
रु 
22 | है (१ नह व 7/, 0॥, 0»), १ (80, $ / 075 री ॥ 
73, 77५ ((८७५ १0४2४ । 
र् रॉ 
4285 6 ( (27 00, )) ! 
(६ 77 (८५५५ 20५,)) 
) )'20 ५ 


289 ५३ (7७ “4३)) द है 
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र 8 (- 0 8(9)4-7%- सै ३" 
सनम ॥ 7 आर २ कि 0 2 07 200: प के 7) | हर 22 ! 
207 ाआ ५ | )9१३(०)) 5४ आधा 


0) - | 0207 5 
:७#&##% 2 


पिलु /.|.॥॥ 7" ते /-| ॥/) ध्े 





है न (2 /३/ 8) “74५५7 
| ५3 204 
(५ +42/५], ९४ +/४ 7] | * 328... कह जो ( है 535 के 082 
(रा (3 ) शी 4५ “)) क्र | प्र ८५27 8. हर ॥/३? 
। 

0, न | | द छः ना हि] छ़ न 0५ कट ।ए 0 ) ] 
8 3७8 बे मन लिलाल++ शक कक 
8, 42/ |? | रे ५ श 297 04 #075 589) | । 


श्छ 





8, 00 जा 9 0 । 
पा  )) 


बशर्तें कि 780 ह + है न की) 20, मत -दि-रेनशिधि न कैरि)<0, | अड > |<कश, मल ऐे 
[08 ४ |: $४४श, 9०0, 
जहाँ 

8, च्ञगय त[4॥/9) #5, "ज शीक्र है क्ययोए सी 7) हकत "७ 7787 


| 0० 2;-- ) 
शि ब्थ्या4% मै (7 ॥ [४६], ..., ॥0, /9 कतत4४ (5) चल, «०० 95 
ई | 


॥9 52 !१५ $ ५2 $ (7 धनु 
!) ५ हि १; 208 रू १ | ] 200 )। सी सो ) बज हि । सनलओन 2 8 9 
पे ॥0 +* ने है 79+ 7. 7. 3. 
४9 प्र १ पर 228 प्र (/ ए' ॥ ९7. 
आला: «मिल न जी 
7. हुक... गे 78+- 3. ह 


एह(6 | 08५00, #ब्-न-- ३ + लेक) <0, | भड़ > |<क्ष, ४२0: 


न है /ँ | 2 न ] हु 
जहाँ 8, व्यय /ति 07) #क्ऋ, --७ 7१ 2 ब्|95 # न ) [+>[], ,.०५ 85 
४] ५ है 
787 (( 4 797 पा (8 ए 
एम्स जा विन के आना #े ० 
है 2 ह। न 
7. 83 नै. है 8 737 + 
तथा 
0॥५ 0५, 97०0 
निद्श 


एडल्यी, ए०, ॥20[6 [शाल्ष्टा3] 77क्षार्शज75 भाग वी, 954. पृष्ठ 32 (4, ४). 
लोन्डीज, जे० एस०, प्रोसी० केस्ब्रि०ण फिला० सोसा०, 964, 60, 57-59. 
मित्तल पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, भोसी ० इंडि० एके० साइंस, 972, 758, 7-23. 


शा 


3 >> ऑआच 
कु हा 
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वबाई० एन० प्रसाद तथा आर० के० गुप्ता 


ओबरहेटिगर, एफ० तथा हिगिस, टी० पी०, ['896$ ० 7.०००060, शा बात ए&ाथी820 
० प780४079. बोइंग साइंटिफिक रिसर्च लेबोरेटरीज्ञ, मैथमेटिकल मोट 246 वाशिगटन, 
96[. द 


प्रसाद, वाई० एन० तथा गप्ता, आर० के०, (प्रकाशनाथे प्रेषित) 
समर, एम० एस०, जनं० इण्डि० मंथ० सोसा०, 973, 37, 323. 


गोयल, एस० पी० तथा माथुर, एस० एल०, विज्ञान परि० अनु० पत्रिका, 975, 8, 33-37. 


छ 


४॥93॥3 7?975॥30 / 059॥03॥ ?9307| 9 
४०।. 9, ३५०. 2, 897॥|, 976, ?३४९५ |9]-]96 


दो चरों बाले धार्वीक्षत प्न-फलन के उ्सार सूत्र- 


एम्ृ० पी० चोबीसा 
गरिणत विभाग, उदथपुर विश्वविद्यालय, उदयपुर 


| प्राप्त--मई 27, 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्न भें द्विएदी प्रभेथ' भी सहायता से दो चरों वाले सार्वीकृत 2-फलन के प्रसार सूत्रों की 
स्पापना की गई टे । 


0820६ 


॥४७म्राईका 0िगप्रौब्ट 0 एलाशबॉइड20 जिर्ञणालाएता 0 (छ0०0 एशाकाह6ड-ो, 27 ४.४. 
(00988, 209 007 6 /भित्ाीशात्वाए8, (शाण्शआाए ते एताएपा, ऐंचआं0पा'. 


]॥ 08 99907, ४४०७ ]8ए० ९४9//980 ७४एक्षाह070 046 07 एशा०एी5९१ म-पिला07 
0५० ५७9008 जा) 6 ॥0 ०। 70णांत्वों (0600॥. 


]. विषय प्रवंश 


इश शोघपत्र में दो चरों वाले सार्वीकृत 27-फलन के प्रसार सूच प्राप्त किये गये हैं जो ७-फलन 
(शर्मा/०/), 6-फलन (अग्रवाल), ऐपेल फलन ४, /५, ४3, तथा #५, दो चरों के व्हिटेकर फलन, कम्पे- 
द-फेरी फलन “४, 2) तथा दो चरों वाले श्रन्य' विशिष्ट फलन का विशिष्टीकरण है। माइजर के 
6-फलन के प्रसार सूत्र हमारे फलों की विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त होते हैं । 


गुप्ता/! ने अपने हाल के शोधपन्न में दो चरों वाले सार्वीक्षत “-फलन की परिमाषा निम्त प्रकार 
से की हैः 
/0, #। 
| 75 4] 


। 


(८/, 9 0/75 “ 3) ४ (0५, ; 3075 8,.) ८ 


779, 79 ' * (थे 
है ( 290, हि | (८५१ है 2) 9 (60५* 0.५) 


रा हर ) 
/235 7५9+ 


/बक 








(|, £१$ के ३ ५ 87 78) हर 
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(297 |, |, (७ 0000 20)27/ का दा ((-]) 


| 
[7 7([--०/+०|४+-४॥7) 
| 


अब ७७७७७७७/७४७४७४७४एश"शरशएश डे 





जहाँ 4(७, 7) -+ 
पए ए(2-०७-4ा) 2४ 2(--2/+-/#॥8+॥7) 


व काग्य 


प 7(४/-8)७) ।/ 7(-८०/+२॥४) 


न कल के यम कल 


+ 709 ]+7/ 


ह #%(/--70) 7 7(।--०/+४॥/) 





हा »(४) ८ हर सकी ५, 
/ 8५ के (९ पक 8) [| ) 8॥ 7? ( ल्ला ही 9 ग ) 
/च्यक78 />44708 


जहाँ > तथा 9» शब्य के तुल्य नहीं हैं और रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है। ग्रपरंच, श्रतण 
पूर्णाक ॥;, 9;, 4५, (55, 2, 3) तेथा %५ 783 ऐसे हैं कि 055: दा:70, 0: क्रा।5 4] (१, 2, 3 
75-2, 3) ग्रीक अक्षर «, 8, 9, 3 तथा अंग्रेजी के श्रक्षर 4, 8, £, #, सभी घन हैं । 


कंटूर 44 &-तल पर है और आवश्यकतानुसार श्रपने लूपों सहित --४०० से 7०० तक फंलता है 
जिससे यह आश्वस्त हुआ जा सके कि 7(4|--9|8)(#ल्‍5, 2, ..., #७) के पोल कंटूर के दाई ओर तथा 
20 --६;+ «।७ + 4॥)(#55, 2, ..., ह0), 2(] - ८४/+%३७)(४४४॥, 2, :- ७ ४2) के पोल उसके बाई ओर 
अवस्थित होंगे । 


कंटूर ५ 7-तल पर है और आवश्यकतानुसार अपने लूपों सहित --7०० से --7०० तक फलता है 
जिससे यह आश्वस्त हुआ जा सके कि 7(/-/#;/)(#5-, 2, ..., #४७) के पोल कंटूर के दाहिनी ओर तथा 
7(-6;+०४+-४॥)(#55, 2, ..., 70), र(।-०४+2))(55, 2, ..., 9) के पोल उसके बाई ओर 
पड़ेंगे । 


(-) में परिभाषित फलन » तथा » का वेश्लेषिक फलन होगा यदि 


* ५१ ५४५ 29 222 
0), 06 2 (9)+ 2 (0)- 2 (०)-८ १४0, 
हि है ॥ हि ३. ० है हि ], 


दो घरों वाले सार्वीक्ृत -फलन के प्रसार सत्र 93 


५० ५३ ५, १४ (१ न 
!] 0 घर हि ' है ही ँ /*५) हि ] (3 
0 2 हम के आह (4/)-7 « (£)>0, 


(|) भें समाकल निभ्नांकित प्रतिबन्धों के स मुच्चय के अन्तर्गत अभिसारी होता हैः 


(॥]7 ) ५, आज 6 है 2072 /) -- ॥४] हा ४0, ५2 722 42 
9 | (५) की (०, ) गज ()+ 22 (0,)-- 37 0 जे (2१) कक 2 
; ] | (कण, /व92+7 हक । हक । 


(५) | ध९ ४ |- १९ श, 


पे ( 6 ४४ ॥23 ३ न्‍ 
( है ) प ४:« ०१ ( पं |) कं (4 ) बकरे 9) न) 22 हे कप ४3 ेल्‍ 
पा दि [। । न ( | हल ४) है अर (22:) 
3 
7.“ (5)>0, 
/ँ्५:5--+ 


(५) | पाए ॥ | 4फए ५ 
प्रौर भी, «, तथा," के लघ्‌ मानों के लिये 
॥/(0 ॥) 0(| » |*५ | » |)७) 
जहाँ 0, « शायं। /0 (वें।0]) /5०, 2, ..., /॥५ 
है।.. रधरी ० (/॥ 0) |, | , ...., ॥!५ 
लेथा /ं) से (श) तक प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं। 


2... #में क्रम री निम्नांकित फलों की आवश्यकता होगी 


(0) कौल! 


मी हक | 
॥॒ 7) । 
। 99 72 | | (6५७ ११३) । 


(72% (/५ न (7५५ ५2 | 
ह ! | (4५५: 0५,). 


| 

028) लि, | हो 
4। ( 5 | (८५ 9 १/५) हि (४, 4५,) | 
+ द 
0), ॥; मल 2 8728 
द । ५ ५५ (0३१ //५) । (५३० ५३) ५ । 


7)9, 3 
26 44 $3, (8 


(८५ 97 2५ ३) * 
"0 ०० 
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(7) गुप्ता तथा जेना» 


(77% हजज5 ५ [ (2 | 


ख , हात्‌ ः (6, , ! ), (६/, ] ) ; कं वु 7 न्‍ 
!' । 
8,, कक १५]. 


7 , का | (8, ) ] (8५, !) ! !व्‌ ५ 








(7४) एडेल्यी [3, 9, 4 ()] 


? (2222) सा ( टैग) </2--7 [$ 7 (2) ग< न /2 हा 


ट्न््0 


१-7] [| म 
| 2-- हक | कप, 


(0४) एडेल्यी [3, 9. 3 (2)] 


४ (<+- 
४ नि ), .... (2+-४--) (24) 





3. प्रसास-सूत्र 


(0) प्रथम प्रसार सत्र 


शनि 


| सन || ॒ क्‍ 
। न ५4 - (0 * 25 0), (६५, ; ५(७॥५ 4/5) ) (00]; /॥॥5 0, ); (+' 9 (5 /) / 
> पं 
॥! 
(3-|) 


बशते कि / तथा हे घन पूर्णाक हों तथा अनुभाग | में दिए गये प्रतिबन्ध () से (४) तक 
तुष्ट हों । 
(7) द्वितीय प्रसार सूत्र 


[#+20% | न, 5) 


है ५४ | 






>( ८7 


| 
/((772, ह॥५ |; ॥ | 
५227 , 4५ -+-7 | | (0, 2), (८/५ १५५); (40,, 0५, ), (#, 2) 
। 

| 


४. हा / 


जहाँ का घन पूर्णाक है तथा अनुभाग में दिये गये पमस्त प्रतिबन्ध तुष्ट हों । 


दो चरों वाले सार्वीकृत #-फलन के प्रसार सूत्र 95 
उपपत्ति: 
(०) को पिद्ध करने के हेत हमारे पास है 
पा 5 ५ ५ 


(४ /0)07४ को ट्विपदी प्रमेय के द्वारा प्रसारित करने पर तत्पश्चात समाऋलन तथा संकलन के क्रम को 
परस्पर विनिमय करने पर, जो कि वैध है, दाहिना पक्ष निम्नांकित में समानीत हो जाता है: 


दा ! /(] औ- हा 
मे ( ल्‍ / | (207) । | ५(७ £) (७) | (7) ह्त्- कक कक पा न कफ है ४ 45 है 4/- 





(!-]) की सहायता से (8-3) की व्याय्या करने पर हमें कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत (3-]) 
की प्राप्ति होती ६ 


(3-) की ही नाँति फल (3-2) को भी सिद्ध किया जा सकता है । 
4... विशिष्ट दशायें 


6) (32) में शाजतकाओऋवा। 50 रखने पर तथा (2-)) का प्रयोग करने पर हमें फाक्स का 
//>फलत सम्बन्धी फल प्राप्त होगा: 


| (0, 2), (८४५५ %८,) 
। (4५,, १0,) (#, ?) 


(4-]) 


)।५, ॥ ५ । ह हे न | (८५,५ १// ,) ) ४ /ड / | ॥9, ध2+! । +३॥॥ 
) /४/ | .... कट 


(3:॥| 
724 है ४ ह8 44 46. $७७४७ को 
है | ही ५ ( # हे कह... हार _।- हे |/+ 0४) त्‌ 
+ ह क (८, भे 0 हे ५४:: () .' / / । द् कु हे 42का पु 


0) (3-2) मे आरक)  4,50 रखने पर तथा समस्त » तथा & को इकाई मानने पर एवं (2:), 
(2'2) तथा (2-3) के उपयोग होने पर यह जैन के फल में समानीत हो जाता है । 


लेखक डा० यू० सी० जेन का ऋणो है जिन्होंने इस शोधपत्र को तंवारी मे रुचि ली और मार्गे- 
दर्शन किया । 
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गोलाकार डायोड में निम्न आवर्ति रव 


वबाई० के० शर्मा 
भोतिक विज्ञान, इन्स्टीच्यूट आफ टेक्‍्नालाजी, 


बनारस हिन्दू सुनिवर्सिटी, वाराणसी-> 
[ प्राप्त--फरवरी 8, 975 ] 


सारांश 


अवकाश आवेश सीमित (8८) ठोस दशा गोलाकार डायोड में निम्न आवृति रव वोल्टता को 
स्पेक्ट्रल तीब्रता के लिये एक व्यंजक प्राप्त किया गया है। यह दिखलाया गया है कि रव वोल्टता लाक्षणिक 
वेग के व्युत्क्रमानुपाती है जो डायोड में प्रविष्ट वाहक घनत्व के विश्रान्ति को बताती है और ऐनोड तथा 
कैथोड की त्रिज्याओं में श्रत्प अन्तरों के लिये रव में अत्यधिक कमी ञ्रा जाती है। 


है; है।। !॥ ६? | ७।॥ 


,09 760एशाटए 056 जी 6 5(7, 50॥6 डत्रा० छछोशांस्यों 000९. 27 ४. &ू, 80779, 
शाप्रशं08 96007, पाई 0 ॥6०70029, 538098735 नीए7तए एऑंरपटएआंए, ४7389] 


ख ४679 98858 98670 77808 (0 66ण"ए९ था 65५७०76880 07 6 ४ए९लाबों 00आए 
06 40ज 4९१ प९7०७ 7086 ए0888 ॥0 06 80806 ०१82९ [6९१ 5000 ४०४6 5० त006. 
ह 48 800जा (8 (6 7086 ए0926 85 7ए28टए छ0ए0777वों (0 076 एाक्षाइ४6०ं४० ए20९०ॉ५ 
06820 78 एढककवा0 0 पर6 गार्टाटत ठश77९० 0९7४ | (6 0006 200 (76 9086 48 |98॥9 
7607008208 407 +896 घशय। ठ्िशा268 0 6 87046 870 ०४890967407 


वान्डर जील (966) ने एकदेशिक समतलीय घारा प्रवाह के लिये निम्न श्राबृति रब वोल्टता 
सम्बन्धी व्यंजक परिगशित किया है। उन्होंने रव वोल्टता के स्पेक्ट्रल घनत्व के लिये व्यंजक प्राप्त किया 
जो ऐनोड वोल्टता पर निर्भर है। इसी समानता का अनुसरण घारा के गोलाकार प्रवाह वाले ठोस 
अवस्था डायोड में रव बोल्टता के परिणाम में किया गया है। रव वोल्टता स्तम्म के भीतर कैथोड से 
ऐनोड को वाहक घनत्व उच्चावचों के कारण उत्पन्न होती है । 


इन्सुलेटर के भीतर किसी एक बिन्दु से घारा प्रवेश (7[००४००) सन्निकटतः गोलीय एकदैशिक 


बारा प्रवाह होता है। निर्देश») में कतिपय रोघक गुरणधर्मों का भ्रध्ययन प्रस्तुत है। यहाँ पर 
22 | 


98 वाई० के० शर्मा 


केवल वेद्यत रव आचरण के सम्बन्ध में, निम्त श्रावृति परास के अन्तर्गत विचार किया जा रहा है । ऐनोड 
वोल्टता उच्चावच / 92, वाहक घनत्व # में वाहक घनत्व उच्चावच $॥ के कारण उत्पन्न होता है । 


निर्देश (3) के अनुसार % घारा प्रवाह का लाक्षशिक समोौकरण तथा एक 8८, ठोस 
अवस्था डायोड में, जिसका गोलाकार प्रवाह है उसमें पॉय्सां नियम निम्न प्रकार है : 
॥>-4गध 7 74 /0) () 


| छ 
पर कक एं)त्त हल 


जहाँ कुल घारा है, £ सचलता तथा 2 इलेक्ट्रॉनों का # दूरी पर सान्द्रण है । 


लघु संकेत ८2 समीकरणों को प्राप्त करने के लिये 
2-5 + 0८, शच्तआ0 न 0४, च्त/0- (६४ 
लेते हैं और उच्चतर घातांक वाले पदों की उपेक्षा कर दी जाती है । समीकरण () तथा (3) से 
&2--44/४/ म ५ ४2-+ ४ /५ 77] (4) 
इसी प्रकार निर्देश (, 4) के अनुसार 07--0 तथा 6४०:%॥, तो वंचूत क्षेत्र शक्ति में उच्चावच निम्न 
रूप धारण करते हैं : 
220)... 
02- - द््ु ० (5) 
समीकरण () तथा (2) से # को विलुप्त कर देने पर अवकल समीकरण 
4(7:८)__ 7 


व(72) .. 6कढद | (0) 
प्राप्त होता है जिसका हल 
_/ 7 (॥१(३-+8)/2 ८3660/ ४. | 
आज का 5 
है जहाँ ». कैथोड त्रिज्या है। समीक रण (5) में इन मानों को रखने पर 
24 72 
0 विपा -- तह 5 ) 00 (8) 


समीकरण (8) को », तथा », समीकरणों के भीतर समाकलित करने पर उच्चावच ऐनोड 
वोल्टता ७, निम्न रूप में प्राप्त होती है: 


7 / 5 
९ //7आमम 2497५ | हा ' कक 2 )# 


2 
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पा वि (#/6-7८) ("८ बा 
.. ३८६6७ | /* ८ ५ (3) 
उपयुक्त समीकरण का फूरियर विश्लेषण करने पर 
यू 3२ बाप 2 
आढ()) >वधएक- ट्दिक [2,272] &%(/) (00) 


7९, रव प्रतिरोध है और ,%/(/) प्रविष्ट वाहक घनत्व उच्चावचों का स्पेक्ट्रल घनत्व है । ,५॥५(./) 
के मान को निर्देश (3) से प्रतिस्थापित करके निम्नवत्‌ प्राप्त करते हैं 


&(/)-- पट () 


जहाँ # वाहक घनत्व 44 डायोड का काट क्षेत्रफल है तथा » लाक्षणिक वेग है जो वाहक घनत्व उच्चा- 
बचों की विश्वान्ति को बताता है । समीकरण (]) को समीकरण (0) में प्रतिस्थापित करने पर 





ध् क | - /८)(7८- 27)]2 400 
वध, हुई | या (2) 


उपयेक्त समीकरण में ऐनोड वोल्टता नही है । ऐनोड वोल्टता द्वारा वाहकों का सानद्रण # नियन्त्रित 
होता है । फिर भी लाक्षणिक वेग डायोड के पदार्थ पर निर्भर करता है) यदि ४97५, तो रव ऐनोड 
त्रिज्याओं (#५) के चतुर्थ बात के प्रत्यक्ष समानुपाती होता है । इस प्रकार उच्चतर ऐनोड त्रिज्याओं के 
लिये रव अत्यधिक बढ़ जाता है । यद्यपि रव को कंथोड त्रिज्यायें बढ़ाकर तेजी से दर्भित किया जा सकता 
है । “५ (समीकरण ]2 से) की तुलना में (७) अर्थात्‌ (५-7०) लघु है । 
निर्देश 
]. वाण्डर जील, ए०, 5009 $॥66 806०007. 966, 9, 23. 


2. बिनार्डसन, आर० के० तथा बियर, ए० सी०, 567रॉं८00700607 कात $0एप्रढ४5$, भाग 6 
एकेडसिक प्रेस, न्‍्यूयार्क, 970. 


3. लम्पटे, एम० ए० तथा माक, पी० ('प्राादा ॥7]6०॥07 ॥ 50]0$, एकेडमिक प्रेस, न्यूयाक, 970 
4. शर्मा, वाई० के०, (४7. 3. 2॥95. 974, 52, 399. 
5. वही, इण्डि० जनें० प्योर एण्ड ऐप्ला० फिजि०, 974, 2, 524. 


४ [3॥4 रिद्वाइडीवत #वए5ठ2॥43॥ २६/८७ 
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सार्वीकृत बेदमान फलन सम्बन्धी समाकल समीकरण 


एल० 0०० दीक्षित तथा बी० के० जोशी 
गरिणतत विभाग, राजकीय इंजीनियरी तथा टंक्‍नालाजी महाविद्यालय, रायपुर 
[ प्राप्त--मार्चे 25, 976 ) 
सारांश 
सार्वक्रत बेटमान फलन सम्बन्धी समाकलस मीकरण हल किया गया है । 
+$7850'9 ९ 


का गराल्ट्टाबों ९वुए्थभांणा पारणेजाएरु एलशालबॉडइसत डन्वाथ्राथा गालांतगा, 29 7. 6. एज १0 
8. ए. 097, 069०: ण वंीिलाबओा05, (00फटाएालाओ ९0528 एणी सिाश्ा€छाए 270 
॥60070029, 7२४॥४9पा, ४. . 


ठ पालशाकों सवृुप्काणा गए0णाहर 2०० ा३०१त 8900787753 पा0[707 4988 06७7 50[ए80. 
भूमिका 


| #(४-7 80) ॥र्चा0 (.]) 


वर्ग के समाकल समीकरणों के हलों का सूत्रपणात विडर 2 ने किया है। इसे बाद यह समीकरण 
विभिन्‍न अथवा श्रधिक सामान्‍य अ्रष्टि के साथ अध्ययन का विषय बनता रहा । 


भारतीय 7 ने सर्वक्षित बेटमान फलत सम्बन्धी संत्रलन परिवर्त का प्रतिलोमन प्रस्तुत किया 
है । उसी अष्टि के साथ जोशी /& ५ ने भी (.) के कुछ प्रतिलोमन समाकल' स्थापित किये हैं । 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य उसी श्रष्टि के साथ (.) का प्रतिलोमन करके श्रन्य फल प्राप्त करना 
है। स्थापित प्रमेष का उपयोग एक सान्‍त समाकल का मान ज्ञात करने के लिये किया गया है । 


2. वांछित फल 


लैप्लास परिवतें [४ €7/ /) 8/७5//(०), 7१८०--७ 


202 एल० ए० दीक्षित तथा बी० के० जोशी 


को हम सांकेतिक रूप में 


70) 57(9) (2.) 

द्वारा व्यक्त करेंगे । निम्नांक्ित फल एडेल्यी ४ के हैं: 
गम) कएा #(70)-%#"777/0)--#/7 7 (0)... (0) . (2.2) 
[700 46077) ब४हत7१(9) - 7४७) (2.3) 


जहाँ (0) 5४०(४७) तथा 66) /५(7)- 


ध#+/3 (20...) (/2--4/2)#7/-१/4 


४ >>--/2 
सार्वीकृत वेटमान फलन “६ (>) को 
झ्म।2 
ट, (४) न+ | है (2 005 0)/ ०08 (>६ (&) 8--7४0)40 
के छूप में परिभाधित करते हैं जहाँ />-- 


(४--7-) तथा (+-7/) को अनृण पूर्ण संख्यायें मानने पर जिसमें शुन्य सम्मिलित है हमें 
चक्रवर्ती 2 का फल 


ञं ही (-- ] और] 24 4८ ( ध् 
ह% 77 -जुकयाया 7 क्र 


कं [८7४ अर] 
27>- के लिये प्राप्त होता है । 
(2.5) के ब्यवहार से हमें 


-)7-/-7 (24)%#+3 (५ -- धो! 


रथ गा 
री (०) ध्् (्‌ (2 ि ध/ल+ 3 


42 
प्राप्त होता है । 
अपना प्रमेय सिद्ध करने के पूर्व हम निम्नांकित फल को स्थापित करेंगे 
पल टू [८(--7)] (/-- 9) ४, _, ,, (- [24(7--7)]55.4८7०(४-०१ (2.7) 
जहाँ 4>२(--)/72/-92 (26)/7/8 7"- 2/-] (2.8) 


(2.7) में (४/--9)5--४७ एवं ४- 9-5४ रखने पर तथा (2.3) (2.4) और (2.6) का उपयौग करने 
पर हमें (2.7) की प्राप्ति होती है । द 
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3, प्रमेष : यदि 


रधे ! 5३. 
० (9)] खंडश: 0<४<»४< ० में संतत हो 


(0) /(0)5--0 

तथा (०) # और / ऐसी भिन्‍न संख्यायें हों कि (/--7-) तथा (#-/) अनण पूरा संख्यायें हैं और 
/>--] तो समाकल समीकरण 

न 

| 28 [००-7)] 80) ४-70 (3.]) 

का हल 

(7 की, रे 

8005 7 | 2 अाड री ०० 7 वण/ए) % 
होगा जहाँ 4 को (2.8) के द्वारा दिया जाता है । 
उपपत्ति : 
(3.) के बाई ओर (3.2) से ४(/) का प्रस्तावित मान रखने पर, समाकल का क्रम बदलने तथा 


(2.7) का व्यवहार करने पर 
[शक (०7०) % 
प्रतिबन्ध /0)-0 के अन्तर्गत प्रमेय सिद्ध हो जाता है । 
4. इस अनुमाग में हम अपने प्रमेय का उपयोग एक समाकल का मान ज्ञात करने के लिये 
करेंगे। हमारे समक्ष है सर्वंसमिका 


(242)/+7५2 72, --] (#/- |  [((-] शत (24)7+7 (0-4)/7“ -+4)/7 
| (7 कु 4)*67 (/++3/2 | ध् (/2 न ध)#+४॥१ | 


( -- )/7- /-7 7१2 (्ध्न- (2८) &+2/+3/2 | (7-५) मर आम तक 
द ० छ+वद्रोफकाः फ्ाफाफकाश 7 तक जन लटक अनिल के 


2.3) तथा (2.4) का उपयोग करने पर 


॥/ हः ॥ हद ल--+ | 8-४] 72 न || 
| १/7१ ॥४/, (2 (4०) #,, [4(४-)] ०० शा न क टेक हो 44+0 जज जी > 


(4.) की तुलना (3.]) से करने पर हमें 


--)7-£-7 7९2, -- [ 
(४) निका सता ज 4५७ #++ा (247) 


तथा 8(7) 57777 ॥४॥, » (247) प्राप्त होते हैं । 


204 एल० ए० दीक्षित तथा बी० के० जोशी 
(2.2) में //) तथा ४(0) के मान रखने पर 


धर 
[४ (7-9) ॥6॥.]| #-7-५ [24(9-7)]४० हल /4॥+9७ ४++] (2%0)]49 
0 


-- ])7४- 7? 5 
नव कप >< [// -7 /2 4॥., गा (267)] * 


जहाँ 4 को (2.8) के द्वारा परिभाषित किया जाता है। 
कतज्ञता-ज्ञापन 
लेखकद्दय श्री आर० ए० देशपाण्ड के कृतज्ञ हैं जिन्होंने कार्य करने की सुविधा प्रदान की । 
निदंश 


।, भारतीय, पी० एल०, जर्मन ० इण्डि० मेंथ० सोंसा०, ]967, 28, 63 

2. चक्रवर्ती, एन० के०, बुलें० कलकत्ता मेंथ० सोसा०, 953, 45, 

3. एडेल्यी, ए० ]'8968 ० प्ाल्ह्टाबों प008४0778 भाग [, संकग्राहिल न्यूयार्क, 954 
4. जोशी, बी० के०, ॥॥8 /व्वाटएथ्राए8 50067, 974, हा), 83 

5 | वही, इण्डि० जने० प्योर एप्ला० मेथ० (स्त्रीकृत ) 

वही, विज्ञान परिषद अनुसन्धान पत्रिका, 975, 48, 39-23. 


श्रीवास्तव, के० एन०, प्रोंसी० ग्लास्गो० सेथ० एसो०, 96, 7, 25 


9० 3 9. 


विडर, डी० के०, असे० संथ० मंथली, 963, 70, 29] 


४[73743 २?375॥3 6 /7॥05370]3॥ ?9६7[/9 
४०| |9, ० 3, |७७५, [976, २888५ 205-242 


कतिपय चिरप्रतिष्ठित बहुपदों एवं फलनों वाला संक्रियात्मक सूत्र 


पी० एम० अक्नि 
गणित तथा सांख्यिकी विभाग, कृषि महाविद्यालय, रीवाँ 
[ प्राप्त--जुलाई 2, 975 | 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में जैकोबी बहुपदों के लिये श्रधिक सामान्य संक्रियात्मक सूत्र विकसित किया गया 
है और कई फल प्राप्त किये गये हैं । 


395 ब्टां 
लव 7शथनाीणाबों गगापोने गरएकेाए व्लांबा॥ टॉब5छांट्य एगशाणांबोंड भाते फाराणा5. #9 


ए. ५. 60॥7, ॥096.थ7/एा600 ० शव्ीलशानव03 का 55705, ९0॥88 ०0 (९70एरपरा'2, २९७४ 
(५ .!?.). 


[79 496 9765९7 98967 8 77076 8०ाछाबो 0एशबा07 0िफ्रापाँंब णा ॥30०7 ए०0फजातठएंक5 
88 9९670 0०९ए०९००९१ 870 8 7ण्रा967 ०एी 76एछ 7658 09(2४60 . 


4. विषय प्रवेश 
मुनोट तथा सक्सेना? ने जेकोबी बहुपदों के लिये संक्रियामक सूत्र 
११ । ८4 ! ; 3+9) । 
[7 [(०७--)20--०(४+ 4)-/(%४-॥) + 227] 55 < जा 20-7७--772,५ (02 (0.) 
च ॥ का ढ 


ह 4 न हु « 
प्राप्त किया है जहां 20 कर जो कालिट्जओ द्वारा लागेर बहुपदों के लिये तथा बचेनान्न ? द्वारा हर्माइट 
बहुपदों के लिये क्रमश: संगत है । 


नि 


| 7 0० 
है (४20->-ब्न/च्आ! 2 | 7... (0) 20! (-2) 
7 ५ ॥ 


(0-20 2, (4)(-0"7 ४५० ए0 0" (-3) 
हत् न 


करे 2 
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(:2) तथा (] 3) को सार्वक्षित करने के प्रयास में गूल्ड तथा हापर/ ने सूत्र ((:4) की स्थापना 
की हे। 


८ 


रह / 
एप ए-छाआन-बन्यत 2 (४) (--)"+ #* मप्र, (२, 4, 2) 2 (-4) 
उन श 


7 
यहाँ “(>) के द्वारा लागेर बहुपद #,() से हर्माइट बहुपद एवं 27% (४, 4, 22) द्वारा 
सार्वीकृत हर्माइट बहुपद को अंकित करते हैं और 








हे ८“7*) (5) 
५ (४05(-])7०४ /07(४-४)), (।:6) 
एवं प् (30, ०५ /0)75(--)7%7०८:79(/27)/27 [२८०८-१7 | (-7) 


द्वारा परिभाषित हैं । 


चटर्जी.) तथा अल-सलाम ४) ने भी कतिपय बहपदों अथवा ज्ञात बहपदों के लिये वैकल्पिक विधियों 
से नवीन सूत्र प्राप्त करने के प्रयास किये हैं । 


प्रस्तुत शोघपत्र में जेकोबी बहपदों के लिये अधिक सामान्य सं क्रियात्मक सत्र विकसित किया गया 
है श्रोर कई फल प्राप्त किये गये हैं जिनमें गेगेनवावर, चेबीचेफ बहुपद, छ्विटेकर फलन भादि सन्निहित हैं। 


4. हमें निम्तांकित फलों की आवश्यकता होगी जिन्हें सिद्ध किया जा रहा है 


(८०८+७)-%2(६६+-४७)७०७- तू ८. (7०); (ध०८--४)४-7/! 








2*] 
) (2*4) 
(८८८ | 
प 7८६ [रा 20--०--#--7# ४ /| 9>-(4&2--8)7५//१ +>[(4: -+8)77०9] (2.2) 
नर ( ५7. 2 | +-०)॥ 42८-- 20? 
85-- 8)-7%-# 707 4 9)4+४३)] -.._ ( ४ हक 000 (० न 
( 2 (03 2 रे 22 भोज थ द) #*०0 ( | (| गा ०.)॥-7॥४++ धर ) 270) 
(2-3) 
तथा 45--2)-%(९०४--८)-/ 2ग(ब४--29)%7२८४--८)8+४ >] 
हि ४ ((4४--2)(८४-- 4) ०(८०४-- 4) 
पा (०) । 42 ४ कक कक 
4> + 8) 2ट>--वे , 4४-- 0 
कीट धर वा). 0०५) 


बहुपदों एवं फलनों वाला संक्रियात्मक सूत्र 207 
(८०८+-०)%१९ को क्रमागत रूप से % बार अवकलित करने पर फल (2-) की स्थापना की जा 


सकती है । स्पष्ट ही है कि फल (2-2) #5"- तथा 2 के लिये सत्य है | इसकी सत्यता को (#--) तक 
मानने पर निगमन द्वारा 





!2 गे ध%+ 82 777--१ 4%-- 8 
व (ः ता 2+ब्नेशन-शा +/| ्त हे ८ ५055 | के 2+०+४-२४++/ | 


८ ० (हट 0+०+४)|? 


वन (ध> रन 8)75४+ 77-34 )77-7 (७४ ्ः 8)4+%श-१ है, प्स हा । 7) ॥] (9), 





हक न+ण्न-7 
न (६५ न॑- 8)“ -7४+ ॥7 />शू्‌(4%-- 8)५+ 7 ७. 


(2-2) में 4८-], 2-50 तथा #-४ रखने पर चटर्जी॥ द्वारा दिया गया सूत्र 
72 
अब 777५] -० 7 (४2+०+-४)() 
॥ 5 ॥ 


प्राप्त होता है। (2-3) में बाई झोर लेबनिट्ज प्रमेय का प्म्प्रयोग करने तथा (2-[) का उपयोग करने 
पर दाहिना पक्ष प्राप्त होता है। 


फल (2-2) में #-- (८४+ 4)४४0 ४, ऋज--४ रखने तथा दोनों ओर (०४--८)-१ से गुणा करने 


एवं फल (2-2) की उपपत्ति जैसी विधि का अनुसरण करने पर निगमन द्वारा फल (2-4) की प्राप्ति 
होती है । 


3. इस अनुभाग में जंकोबी बहुपदों वाले संक्रियात्मक सूत्र की स्थापना की जावेगी। जिस 
फल को सिद्ध करना है वह है: 





१ हे) (ध०४--४)(८४--4) ८>+ रच 4-8. /८४--७  45४--४ , 
गा (4८) [फ्न्‍्की 42-०० 3 | 5 ते स्का 5 क ) | (9) 





7४ क।! (८०८+89)(८०४ + 4)) ? ..(०+१, +?) ०९>--वें न्‍ 
कल (0260 जा अं कक ।| 20) 25) 


उपपत्ति 


(2:3) में 7-(०४--५)/४/ रखने पर 
(धर - 0)४४ “-72+7 7)277 [((ध> कल 8)7+ (५4 (८२ न ध)।न 2] 


_ जे मिरो _4570+५ (०-90 ४0२- ध/+४ 
कक [7] दी न ला धर ) कमर) । 


4००0 
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5 (4८)7(८५४ -- 4)8 कमा (4-- 4८ -- | ! ( ८्ट्-- | 07-०7 | 
आज ( 7 / (4 न ०)५-.४५० (। -+-/9)/ । ( ध ९ 


अथवा 
(4 न 8)5%८४-- 4) - 4+27|(ध०८ हि 8)४ हि 6 2 -+- 4८)/+] 


हि | (८४--७)(८४-- जा धो 9 [ [+ ०--7४ - #४४),,, 


के 26... >0 [(--०--7-#%१) 


([--8--2-7#)#% पा है हे रन- 2 ] ] (3-2) 
(|--/3-777--70),...- (4 ८ (४7- 7)! #! 


2५ 
सूत्र [8, 255 (5)] में ० के स्थान पर (८--४--7४), (8-+-7-#४) के स्थान पर, 8: #--# तथा 
अत 2८ मा] ; रखने पर 
धरव-- 0८ 


2040-०५ (+7-7॥2) _८०८--८ 2 (4-%०-77/--77)/(--(2--9--#7) ,, 
५५ | >ब्ब- 8८ 7 | ४0 [०-४ --२३)+त +-9 ४-४) ७ -_ 








4>+- 8)7 /८5४-- 7-१? ] हा 
का 
(3-2) में (3-3) के व्यवहार से 
(4४--०)7%(८०४-+ब)78 0/ग[(६०८--०)7१०(८५४ -।. ८)/+/] 
ही (4: +-8)(०४-+-ब) #7--77 गे (८ +77-7१, /3+72-708) ८-3 दें 
न्न् [70740] (धध- 82८)” #%# ! ४ ।( टेद कल कक कप कु ] ) (3.4) 
(2-4) के दाहिने पक्ष में लीबनिद्ज प्रमेय को सम्प्रयुक्त करने तथा (3-4) के प्रयोग से 
(ध>-+-2)-%८४--८)78 9ए[(६४--७)४+०(८४-- ८)7ए+ ञ्र 
शा का! | (4.४ --2)(८४-- ८)) #-#+* ५ ७ 7+४-४४+/, +/॥-77४+/) 
न | धर -- 9८ | ( ध् 9८) --7 
/. टडनीवँ 
»& (26 फ्र- [)270). (3-5) 


(3-5) में ऋ--# रखने पर एवं (2,4) से तुलना करने पर फल (3-) प्राप्त होता है । 
4. निगमन 
4 (3-|) में ०--८--८--] एवं 8-- रखने पर हमें सरलता से फल (-]) प्राप्त हो सकता है । 


ती (3.) मैं 85००७३, 6-०-- एवं ४-] रखने से हमें निम्नांकित फलन प्राप्त होता है 
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7 
जा अं 2 ० 


| (>-- 4)7 (0-7, /3+2) ) ह 
२2 अदकुका 2७ (४2.06), ७7) 





पा यदि (4-]) में स्वतन्त्र चर को £-2 5८० 8 रख कर त्रिकोणमितीय फलन में रूपान्तरित 
कर दिया जाय तो 


ही 27 [थ॥ 98/2 --(०--१+27) ४९८८० 8-+-(०--/१)] #5-2%7 #! 
है 


१2 (५१, 3+9) 
>< त्म धर (860 0) 22 (9) (42) 
7 ब्ल 
दे ४. 
जहा 4 तन 
5. सम्प्रयोग 


| (3:) में 7--] रखने पर 


!2 ५ (42८+0)(८०४८--८) टीबी | +4ड+त? /ट+बवे ८४+2 
है (4८) बा क  क 22+ ० 6 आस न) बा 3 ध्द ६ अप | 





(८९, 3) ८९-%+-+-थें 
नत(ध८-2८)* #! 2, (22 नए किक रह (>:4) 


(5-]) में # के स्थान पर (॥--#) रखने से 





प ५ (4०-2)(८०४--) 2८:- 4 | +40+08 /८>४+वबवँ 4%--८2 ] 
जा कक आम का हा लक / 


(4०८४ -+ 8)(८०८ -- ८) 


|! ८>७--थ॑ 4> -- 8 
77 (बणेण द  0+७+णे “द्व++0+) 


(४ 





*»] 


+ का )।] २0) 


(८८, (3) 2-+वबीं 
न [धवं-82८)४/7१४ + #४) ! (2८ धर्धं न््ल्श नह ) 


20 पी० एम० अत्रि 


(5-]) के सम्प्रयोग से 


|; 68 रे 
॥ ७०० [पक [०५० 


च 





(०+१, /0+72) |! (८, 0) पं 
92? हे (2८ [ ।5-(धर्-- 92)7 243 ४ (2८ ०६5 लकी ). 
प्रा धर्ध-- 8८ 7] 


7: +॥7 





धर - 4८ 
(>'2) 


(6+१३, (3 +70) ८5४--थे 
! (3-]) में » के स्थान पर ४ (2० हक आल !) रखने से तथा (52) का उपयोग 
करने से 





ग 8) डे ८>-+- रथ | !! ॥?! | (2(4%- 2)(८४+५))१ 
0+7 ॥ ध धर्ध-- 82८ ) (77 -+ ४)! नहाते ख्व। | क्‍्ट । 





(0.+)', 3+-/) ल्ह्ज धें (८८+7१, 3+!॥) ८-4 
२.४, (2८ धरे - 8. मद ) ५ | 0 ( ब््ग्व्क्् ।| 


522... व 
[8, 263 (3)] में » के स्थान पर (24 ढूँढें ह..77 )+ * ७१ («+ तथा 8 के स्थान पर (8+) 





रखने से 





(८, (8) ८%--थ का कर... ४? #(॥7४78) 4८ (4०४-- 2)(०४-- 4) 
(किक ॥ (2८ धर्व- 8८ )>छपका! पल कह । धर्ध-- 8८ | 


(।+०--४-- 2#-- |), कि 8+#+ 9) 
जगा ( 


7777-१7 


८९>+ थे (बन, 47) >ऋ+वें 
4 क- हटा 4-7 4-- 8८ ) 


(>'3) 
गा अपरंच (3:]) में 7--»« रखने से 


४ (क्थन2)(८४+ब4) . व्ू-+वें | _ ब5५-+8 | /८४-+2  ८८४+वें 
5 पे | 4८ अक बा 35 जय ( न )' | (२) 
3 ०्ड-+ थे (ध०४५+ 0)(८०४-- 4) 
सन किन ॥; रिकर अीज2 2600 अर 5 अमल लीदति २ वकील 20. व उन मलिक, 
44004, [४ +क (2८ ध्रधध-- 8८ ह ) ब धर्ध-- 8८ 





(८++, 83+2) ( 22:-+- रे 
5 4 ॥। ।)| 


(>'4) 


बहुपदों एवं फलनों वाला संक्रियात्मक सूत्र 2[] 


_५ निम्नांकित फल की प्राप्ति [8, 283 (2)|8, 279 (7)] तथा [8, 277 (5)] एवं ०--(४--३) 


धें 
के प्रयोग से * के स्थान पर (2८ से हा ) झौर # के स्थान पर 7--/ रखने से 
ट्ड्नंन्यं !) 


(०-१/2, 7-॥ 2) 0) 
| ८74८ _ ) (7 +- 9 )४-) ८ ( हि 
2302 2 आफ # (27),.., 8 धर्ध -- 8८ 














(3:) में (5-5) को «--3--(»--3) के साथ प्रतिस्थापित करने से 


2४, 6 । (4४--2)(८४+-) ०2+89 (८४+4१] , 
रा (६८) । हा +2+-(४५--$-+४) । ह )| 3 


2 (9४-+%$)/(४) # > टन 2४ -- र्धे 
(29),+) (५- (2 ध््व-- 8 हक 


अनशिनानओ, 
वन्‍नननन्‍नन, 


४ को ॥/(ध -+- 8)(८% -- 4) १: !१ 
डा कत | 0 व * जद ) कर कक 
22(9).. (56) 


[४ 
जहाँ ०, (४) गेगनबावर बहुपद है जिसे [8, 283 ()] द्वारा परिभाषित किया जाता है। 


(3-) में 7--], «-----३ रखने से तथा [8, 30। (])] और (5-) का उपयोग करने पर 





4>८-- 8)(८०८ + ८) धडन-80. ८४+वचें 
ध्क (६८८) |] कप पल घ (7-४) ( )| () 
7 ९४+ ह ; 
-(धर्ध -72८) 4 (5), | धर्धे- 0८ न्ल्ल (> 7) 
(--१।/2, -१॥/2 


जहाँ 7',(:0) चेबीचफ बहुपद है जिसे 7५(७)८४!/(३) 2, (2) द्वारा परिभाषित करते हैं । 


शा (3. में ७ ४-४ २८-«+-१ ४(०, 8; ») रखने पर [5, 257 (3)] एवं [5, 258 (5)] का 


+ थ॑ 
उपयोग करने पर और'र > के स्थान पर (26 कि अल ) 4 के स्थान पर « तथा 8 के स्थान पर /8 


रखने पर 








(7 (4८) 


प्न्य्‌ 20८ 242८ 


कट ०) (४ ४) (६१-- )70 +6(०--/ +2) + (०-१७ ६ (४ -।का ० 


४ ! 4-८: , 
ब्लड के (धर्दे हः 8८) ा (2 कु €ाई ६-ब् 2. 3+7) (9)/(० --#, 8 : ६). (5:8) 


व ५ 
जहाँ £ ( दल नल ) और ४(०, 8; ४) फलन # है जो [5, 257 (3)] द्वारा परिभाषित होता है। 


22 पी० एम० आत्ि 


फल (5:6) को ब्हिटेकर फलन के रूप में व्यक्त किया जा सकता है [5, 264 (4)] एवं 
[5, 258 (5)] का उपयोग करने पर 


। (5) [८ #-॥)0+७+8+)४+(०-9 


८ ८६2 ६/) हिल जी महक हि /98-7/2) (6) सस्‍7। ! (धर्ध-82८)१ 


। ]--&£2 ४ 
कं #जज नमक; अप २२ करे 


# 0 ॥| 
जहाँ 9705 ४)(६) व्हिटेकर फलन है । 
कृतन्नता-ज्ञांपन 


लेखक डा० आरण० सी० वर्मा के प्रति कृतज्ञता प्रकट करता है जिन्होंने इस प्रपत्र की तैयारी में 
सहायता पहुँचाई । 
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४ [3॥]3 737 5#43 6 /॥0७5937 6 ॥3॥7 २8६४१ ८३ 
४0]. 49, ४० 3, |७७५, ॥976, ?98०४$ 23-2[9 


बेलनाकार संमिति में ऊष्मा संचलन का काल उत्क्रमण निर्मेय 


बी० एस० मेहता 
गरिएत विभाग राजकीय कालज, शाहपुरा 


तत्था 


एस० एल० माथुर 


गरियत विभाग, राजकीय कालेज, नाथद्वारा 
[ प्राप्त--अक्टूबर 2], 975] 
सारांश 


ज्ञात सीमा प्रतिबन्धों वाली ऊष्मागतिक प्रणाली में काल उत्क्रमण संचलन निर्मेय का हल सान्‍्त 
बेलनाकार कोश के लिये समाकल परिवते विधि की. सहायता से किया गया है । द 


47957 4९ 


पुृपा॥र 7९शशब$इन्लों छाफाशा णी गल्या एणागालाींगा 7 ०शांतरग्रांट्योा कग्रा//ए. 87 8, 8. 
९॥8, 7/26एथ्ागिशा। 0० शक्वाशाराा05, (0४९77776070 ६0॥686, 504/279फ079 ध्याद 8. 7... 
५ राएपा, /06ए4767. 0 ४३॥॥९॥8008, (४0५४८777767 (:0॥026, ५४।०ए/४०॥/8. 


पु।6 76एश5व पर्व 200)7ठत07 77079  प्रीढ्षापा0तज्राक्षायंए 5प्रशध्या जात ता0शा 
80फ्राताए 20700075 485 92९6७॥ 50[ए66 शा ॥6 869 ० वराव्शाश एक्षार्ईणाणा प्राढगी00?! 0: 8 
77776 ०५॥707708) 8॥6॥. ह 


4. प्रस्तावना 


जब ताप 7(7-0) पर ताप वितरण तथा उपयुक्त सीमा प्रतिबन्ध दिये हुये हों तो पूरे माध्यम 
में ताप के प्रारम्भिक वितरण को काल उत्क्रमण निर्मेय के नाम से जाना जाता है। इन निर्मेयों का 
ऊष्मागतिकी में काफी महत्व है और किसी समय तथा स्थिति में ताप ज्ञात करते समय, विशेषतया जब 


किसी क्षण ताप 7(7>0) ज्ञात हो, इनका विशेष महत्व है । 
8? 3 


24 बी० एस० मेहता तथा एस० एल० माथुर 


सामरवाल / ने संक्रिय[त्मक विधियों की सहायता से कतिपथ काल उत्क्रम निर्मेयों की विवेचना 
की है किन्तु इनमें ऊष्मा स्रोत तथा विकिरण का अभाव था। मेहता /!, मार्ची तथा जग्राब्लिच (४! 
द्वारा परिभाषित समाकल परिवर्त की सहायता से क्षणिक ऊष्मा संचलत की ऊष्मागतिक प्रणाली के 


परित्रेक्य में काल उत्क्रमण निर्मेयों क। अध्ययन किया है । 


प्रस्तुत शोध पत्र में काल उक्रमण निर्मेष को उष्मागतिक प्रणाली के परिपेक्ष्त्र में निश्चित ऊँचाई 
के बेलनाकार कोश में क्षणिक ऊष्मा संचलन के द्वारा सिद्ध किया गया है जिसमें मर्ची तथा जग्राब्लिच /? 


द्वारा दिये गये सार्वीक्षत हैकेल परिवतं का उपयोग किया गया है । 
2. अभिप्रेत फल 
मार्ची तथा जप्राब्लिच /» ने सार्वीक्षत हैकेल परिवर्त को 
] क्‍ 
(0४) 55 |[ ५ ४ (४) 50 (०, 3, /५४ /) 4/', 
के रूप में परिभाषित किया है जहाँ 


5/(८०, 8, ४४ 7) ५ ((५४ 7) [2 ॥(०५ (ड 4) + (8, (॥ 9) ] 
जल 4 #(#% #) [//(०, /५# 4) +“/(/, (5४ 2)] 
जिसमें /& समीकरण 


“/#(० ७ 4) 7/(8, # 0)-२/(8, / 2) #/(०, ५ 4)-० 
का ऐसा मूल है जिससे कि 
४५७५ ४ 7)5557५ (/८ 7)+59 ७ 7 (७ 7) 
7#(७, ७7) 55५ 7 /(/ 70+5५ / 76 (/«/) 
(2.) का प्रतिलोमन प्रमेय 
0) -2(0/0,) 7५७) 5/(०, 8, | 7) 
है जहाँ संकलन को समीकरण (2.3) के घनमूलों के लिये लिया जात। है और ०, का मान 
(४5०४/25% (०, 8, (७ 2) -7५-, (०, 8, ५ /) 4/#+7 (०७ ), /५ ?)] 
77/2 [5६ (७, 8, /७ ०)-7/-3 (०, 8, /७ ०) 7५ ,, (७, 8, /५५ ८)] 
द्वारा व्यक्त करते हैं जहाँ क्‍ 


4५+7 (०, 5, 4773 7) न +] (५५ ४) [# (०, /% 4) -+- #(/, /(॥ ९)] 
“#+ (/४ 7) [//(०, ४ 4) +४9(), ४ 2) 


(2.) 


(2.2) 


(2.3) 


(2.4) 
(2.5) 


(2.6) 


(2.7) 


(2.8) 


बेलनाकार संमिति में ऊष्मा संचलन का काल उत्क्रमण निर्मेय 
(2.) का संक्रियात्मक गुण है : 
9. *ध॑: धें कु 
| : के  ड हर हु ० 2 (री 
395/(०, 3, (४9) 8 /-+/3 4॥4/],..2 -74/०2 
3/(० । 5, खण्ड ८) [एप /++ 09 था /4४/ |, ८ (८. 700 


फलन #(४) का सान्‍्त ज्यण परिवत निम्न प्रकार से परिभाषित होता है 


त्प्राद 





4 (#॥)-- | (2) श्र धं2, 


जहाँ #() को 


का ८ 
॥ 





_(2)5-52/॥ < #(#) शा। ज 
गत 


द्वारा व्यक्त किया जाता है। इसका संक्रियात्मक गुण है : 








[ का , क्रावाट फ्राव 77<77* .. 


बटन [((-)ए७ #0)+#(0]-क #७) 


0 ग्डी 
फलन 77,0) के लैप्लास परिवर्त को निम्न प्रकार से परिभाषित किया जाता है। 
2,(0)७| ८-४ 700) व। 
0 


अर्थात्‌ 
2,053) कै 73(7) 


[।, 9. 36] में दी गई लेप्लास परिवतं संकलन प्रमेय 


| स0-7)7700 गाच्ाय6) 7५७), 
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(2.9) 


(2.0) 


(2.[) 


(2.2) 


(2.3) 


(2.4) 


है बशर्तें कि 77,(0) तथा 77,(7) खंडशः प्रत्येक अन्तराल 0<7&€7 में और कोटि ४“ ज्यों ज्यों ४ अनन्त 


के निकट आता है और ७-४ संतत हैं । 


3, ऊष्मा जनन एवं विकिरण वाले बेलनाकार कोश में ऊष्मा संचलन के काल उत्क्मण का निर्मेय 


हम एक बेलनाकार कोश में ऊष्मा विसरण पर विचार करेंगे जिसकी अक्षि 2-अ्रक्षि से संगामी है 
और 0<2<#%# ८<#<</ द्वारा परिभाषित है जहाँ 4 तथा £ क्रमश: आन्तरिक तथा वाह्य अधेव्यास हैं 
एवं (+, 8, 2) बेलनाकार भ्रुवीय निर्देशांक हैं जिनकी संमिति 2 श्रक्ष के अनुसार है ओर ऊष्मा के स्रोत 


26 है बी० एस० मेहता तथा एस० एल० माथुर 


उसी के भावर हैं। ऊष्मा जतन की दर को ताप का फलन (४, 2, 7) मान लिया गया है । बेलन में किसी 
भी बिन्दु में जिसकी संमिति 2 अक्ष के प्रति है, ताप /८(७, 2, /) निम्नलिखित अवकल समीकरण का हल है । 


१ ग्बीी | 0४ | ०१% 
ना नस्ज दर (झड हा हा] न द् न 707, औ 2५ ४) (3. [ ) 
जहाँ मा, 2, / थे ऊष्मा स्रोत फलन है और / विसरणशीलता स्थिरांक है जिसके भौतिक प्रतिबन्ध 


का कै हि 

[0 ब(, 2, 7-५ 7 ०(7/, 2, 70-०7 ०(० 7), 0<४<#, 7-0) (3.2) 
8 

[68 ४(7, 2, 7) 4५7, ४(7, 2, 7)] +-8 २४ ॥(८, 7), 0<2<#, 0 (3.3) 


है जहाँ £,, ४५, ४; तथा £, विकिरण स्थिरांक हैं 


४०, 5, 7) [८.४ 55/३ (7, 7) ८</< 82, 770 (3.4) 
४०, 2, 7) [८.४ 5५7, 7) 4</< 8, />0 (3.5) 
८९, 5, /) |/-055४(/, 2) (अज्ञात) ८<#<8, 0<८2<# (3.6) 
४7, 2, 7) [:-कन्न !(7, 2) (ज्ञात) ध<#<8, 0< 2<॥/ (3.7) 


प्रतिस्थापन करने पर [6, 9. 94] 


चर 2, 7, ४) 5-$४, 2, 7) --6(7) ४(, 2, 7), (3.6) 
7७, 2, 0)--%(०, 2, 7) 65७ [-|, € (7) 4०], (3.9) 
%6, 2, 0) ७३४७, 2, 7) ०5ण- |, ८(४) 47४], (3.0) 


ग्रवकल समीकरण (3.]) निम्न में समानीत हो जाता है : 


भा 82# [789/ ०१४१ 
पुल 2 | तो पर 


के क+# हट 


|+20, » ?) (3.) 


निर्मेय का हल 


चर 2 के लिये समीकरण (3.]]) में (2.0) को सम्प्रयुक्त करने एवं (3.4), (3.5) तथा (2.2) 
का उपयोग करने पर हमें 


[ 09 फ्वद्रार 


5 84 5 
रह ग्र(४, 77, /) ले मक् न / 9 ध्् डर | 72(४, 777, 7) 


(मत 


न ््य | [((-- कक ५५ /) +व(7(५ /)] + 07: 777, 7) (3 2) 


बेलनाकार समिति में ऊष्मा संचालन का काल उत्तक्रमण निर्मेय 2]7 


प्राप्त होता है जहाँ 





जे # दर 
(7, ४7 7) - | 207, 2, 7) शां। ना धंट (3.43) 
ए 


अब 
6] उन: ५ 69 उ-ा; 3 55/८3, 3५77/८4, 2004 


मानने तथा समीकरण (3.2) में (2.) को सम्प्रयुक्त करने और (3.2), (3.3) तथा (2.9) का उपयोग 
करने पर हमें 





/( प्रा 
के ४(क हम 2 -+ मेक क५ 277 [(-])7 7,(/७ 7) 


/8 हर ( 
नज0% गीक है. 30% / ७ छेफ(७, 7-६, 50(% /# /% ०) 


>< #५७(70, 7)-+-+(/५,., 77, 7), (3.4) 


2...2 
' रूट पी फड ) । 


प्राप्त होता है जहाँ 

















/॥8 7) 9 हे (/' /) 

708 डी हो, 0 (3.5) 

/३(/ /) घ है ) | 

फ(77, <, 7) पे 

पक न्‍् ४ हे ५१8 जा ध्ट (3.6) 

40077, 7) 2 #0(2, 7) ह 

तथा 
8 0॥ « 2 
((८,, 7४, /)-- ॥ । ४ अ(>, 2, 7) 30(०५, /, (७५ 7) भी। --+- ८ बैंड (3.7) 

८ ०0 


(2.3), (2.84) तथा (3.6) का उपयोग करते हुये (3.]4) को ४(॥,,, %, 7) के लिये हल करने पर 
(७ ॥7, /)-- ७(॥४,, 7770८ ) न | [ः [(- मम 9५३५ 2) 


दा (0 2 )] +-/:0/ डे ५0(०५, 3, |५ 2) 7७(7४, /)-४£०/०५ 
>< &0(०, 2, (७ 4) #५077, 3)-++((७,, 77, ४) |#५-४ 42, 


(3.7) एवं (3.9) का उपयोग करने तथा स्थान बदलने से हमें 


व्फमा 
गहन होली * 0० - |, [के (7007 


2!8 ब एस० मेहता तथा एल० एल० माथुर 


2 ४(/+% ४)+- 70% ]+ ०(० 3, (७ 0) 7600, ४)--/:4/०५ 
%७0(०, 0, /६ 4) #५(, 7)-+-5(७,, #ऋ, !)|६ "॥' व (3.8) 
प्राप्त होता है जहाँ 


89 (+ फ्राग्ट 
१(/०५५ #7)-- | | 73 (४, 2) 0(०५ /; पक /) 5 क् 
८ ०४0 





वध (3.9) 


समीकरण (3.8) में प्रतिलोमन प्रमेय (2.6) तथा (2.) का सम्प्रयोग करने पर %(/, ४) निम्न 
रूप में प्राप्त होता है: 


४, 2)-32/7 </ 2 ! 0(०, 3, /४ 7) शा। ४25 [ए(/क ४7) >< 
// 4 


77ष--. 7; 


। 
०शिी- !' 6 (7) 47] [ कि (-)"१7 7,(७,, 7?) 
हि 3(/४ 2 )[--/0/8५ ७0(०, 3, ८ 0) #09(४॥, 2) -7#4/5५ 


2६ 8(% 8, /७ ० कबए०७ 7)-+अ(क का, 7] ढो? व], 5.20) 


जहाँ समीकरण (2.3) के समस्त धन मूलों का संकलन किया जाता है और ८, को (2.7) समौकरणा द्वारा 
7-0 सहित व्यक्त किया जाता है । 


विशिष्ट दशायें 


(3.2) के सामान्य फल में 
€(7) नल, ((7', 4, 05 077० 2८५०, 
; 0 


ध<&#॥ 


9--(/, 2)55(-- 2//) / 
त्तथा 


/०(5, 7)574%(2, 7)57(0, 7) 5-/५(४/, 7550 


प्रतिस्थापित करने पर %(/, 2) के लिये हल प्राप्त होता है जो निम्नवत है 


४07, 2) 552 2 (0/2,) &(०, 8, », #) श। टिंटिट कि 
कान्त ॥: । 777 (५, 


ाज[्‌(१-०)7] [9 7१(०, 8, ७ 2)-६ 7](०, /, ५६ ८)] 


-- [77+7 ८ 
+है-८-ल हा 30(०, 8, |४४ गण! “०9 [0-(८०--०८-- 0०] 


॥ 
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जहाँ 7, (०, 8, ७ ८) और 7,(०, 8, |, 2) (2.8) की सहायता से प्राप्त किये जाते हैं जिक्षमें क्रमश: तथा 
75"-0 तथा #>-4 तेथा #--४8 ) 


५ 


कल ० ० अत 


कतज्ञता-ज्ञापत 
लेखकद्दय डा० सी० बी० राठी के कतज्ञ हैं, जिन्‍्होंते इस प्रवत्र की तेयारी में अभिरुचि दिखाई । 
निदेश 
चचिल, श्रार० वी०, 0792०॥०74/ ४४(॥०78005, मकग्राहिल, न्यूयार्के 958 
मार्ची, ई० तथा जग्राब्लिच, जी ०, एडिनबरा सेथ० सोसा०, 964, 44, 59-!64 
वही, (2८०४७. 3. ?7ए४०७, 965, 8 5, 204-209. द 
मेहता, डी० के०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस०, 969, 39 (7) 
सामरवाल, के० सी०, इंडियन जन० प्योर एप्लाइड फिजि०, 965, 449-50 


स्‍्नेडान, आई० एन०, [70ए्रपंकः एँन्‍रथारा0778, मेकग्राहिल, न्‍्यूयार्क 95] 


४ [873 ?975॥93 4 / ॥70७953॥ 0॥8॥) ?9६॥ 82 
४०). |9, ४०. 3, | ७७५, ।976, 782७५ 22॥-226 


दो चरों वाल सार्वोकृत पझछ-फलन का प्राचलों के प्रति समाकलन 


पो० आनन्दानी तथा नाम प्रसाद सिंह 
गणित विभाग, सोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


[ प्राप्त--माचे 3, 976 |] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपन्न में दो चरों वाले ४-फलन सम्बन्धी कतिपय समाकलों का मान ज्ञात किया गया 
है जहाँ समाकलन 2-फलन के प्राचलों के प्रति सम्पन्त किया गया है । 


+$75घटॉ 


रास्ट्राक्वांणा ए इशाशबारव्त प-# परालांणा ० 0 प"द्चां॥0९5 शांत 7९शरट [0 ऐ6 जक्ष॥- 
गला, 29 कि, श्रिगक्ातीबण बात॑ वितरण शिव52त डंग्रश0, ॥692०ाश०या ०णी ४गाथआ9705, 
१/0028) ५४॥2५४७ ४६७8७५४0५०|8५४98, .3॥0]09४ . 


[7 05 ०8४९7 €िज ग्राटश/88 ग्राएतणा।हरु मआन-पिालांग़ा ० एए०0 प्०४०985 ॥9५6७ 92667 
8५8 ७७९०, एाला6 6 ाव्शाशा00 48 56ता एशरि॥65 शांत 72589९० $0 06 फक्षाक्ाप्रशश३़ 
० धाल म-पिालाएता, 08 -णिएणाणत णी 9० एश।9०9658 2ठ्ाकाग5 प्रा०05 076 प्रा007905$ 0० 
छ० शा80]68 शंट,. 3799९ फिएीठा$, दि॥7796 06 ४६7०. प्िाएा0ा, शथालाबी2का075 0 
6678 (-पिएां07 7000वैंप०86 99 8. 7. 3847एव काठ 8,... 5080779, 80 00 5फछ९टंधॉटां78 
(6 मथाक्षााहा808 ॥५४0ए66 | 8 ादशा95, गराहए गज एशांवर005 ठ0 26  ठाधाार0 
85 छा 38 दा0ज़ा ्राब्ट्ए85 50७९७६४6 0ए5० 86 साीहावापराःर 5क्ा 98 0९6000280 079 0प7 


7280][$, 
. भूमिका 


वर्मा:) ने फाकस के 7-फलन का दो चरों के लिये सार्वीकरण किया जिसे निम्न प्रकार से 
प्रदशित किया जावेगा : 


? हा 


है [(4/, 5 “/,)] 2(८/॥,५ (./॥9))) [(९॥५3 ५५)) 
| (७22) 8: (49 १2) (8 


[(02,5 29,):[(4५,. 200,)]: (0५. ५,.)] 





हु 
अन्न 


6 
न ल्मोश्। ग रे ४(७, 7) 4(४+7) )४27 5 ६, (।') 
3< 2४2 


0 4 
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4 








जहाँ 
7 78-29) /7(-८+बा) एप 7४-29) 77 7(-८--८४) 
+-7. 
8 अकबर रब के कक मे कक पल जज 
7 आआ-श+2७) का श(ए॥- 45७) 7 7(-&+297) 7४ (८-८०३४) 
उच्शयत: १48४/(2 ४४ है का. 
(42) 
74४ 7(-०;+२|४+ 20) 
4 08% दल कहे अकाल का लावा नय ( 3) 
ग श॒बयन-डड४-ड2)7) 7 7 -॥-६४+४॥) 
चलाना 


तथा [(७/, 4/)] द्वारा प्राचलों के समुच्चय (6,, 4)), .... (८७, 4५) का बोध होता है । 
(-]) में समाकल पूर्णतः: जभिसारी होता है यदि | शाह 9» [<3/0क तथा | आह8 2 |[< ३/७,१५ 
जहाँ 


6 0 43 
न 3 अल ) जल का /2)| ([-4) 
है ॥ है 4 ॥॥ न्‍ 


न शाउनीओ... 887 
तथा 


/' 4 है ० 
[[ लक 2गक 2 खनन 2 दाक 2 एक है छान 2) |... (53) 
4 


ध्रुव /78-+-] 
श्रागे सवेत्र संक्षेपण की दृष्टि से (2, |, [20], [23), [2], [2,], [2] हारा क्रमश: [(५,, ४४7 )], 
[(८५५० )) ((5/82 4#३)॥ (0025 24)] (( ५2? 4224 ((/9,: हा » / से 


५ 
आचल (४+-4७ ४), (६-०७ ४) और (० जा ॥ 
जावेगा । 





हफ 
48 














से (ब--4,, ४0), (4 45, ४») को प्रदशित किय। 


निम्नलिखित ज्ञात फल (2, 9. 300 (2)]: 





| धं <(ध४--०+८+ ८-3) 
2(4न-5४)7(0-->)/ (2--०)/ (८/--) <(ध४+ ०-।)/(8+-2--)7(८+-०--) /(ध- ०-) 


(!*0) 
जहाँ 2२०(८--०--८--०८)>३ का प्राय: ही इस प्रपत्र में उपयोग किया जावेगा । 
2. जिन समाकलों का मान ज्ञात किया जाना है, वे हैं : 


ि है / 772) * (#795 73) ,73 | ] । (3 । [/ 3] 
> ० 9 743 23: (ध+49 49), १3 [९0], -| प् फ “२ 








| 28१ 
/); 0.; [03] | 
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77, 779) (4 +7, 72), 23 है? 
नत्यक 77, 0903 3: (4]+4, 42), 43 





(4-4 --९ ले “ 4, 3;-+ 9), 73 [23]; [23] 
[0.), (2-६£ दज्कद 2), (2--०, ४+-०); [(२५]; न 
(2*4) 


बशर्ते कि ४००0, ४20, (७4--3४-9)70, /७:०0, | शा४ट » [<< ग(/073४-१)०५ | क्षट्ट 2 | < 2/व५ 





रशृध+-2-+2+ब-+(38 5 9(0:/8/)]>3 (५७३, 2, ..., हम). 


|) [2]; [2५]; [2] 











00 (74, 7722) « (7३११ 779)5 78 
| (६ 035 9) 3-5 (०74+4, (9): 43 <07] हज ] ह्न -+<: | |) (22: (22) 
(7749 779) १ एत॒ 5 ॥905 778 है ५ (4 बात“ पक“ अक “ व 2 2४+- 27) [/, | 5 [2,]; [/?३] 
् > 3" ++4, 08)5 -+-8 (2 8 है 
(गज 72 0 280 40074; 7275 23 का, (2 ह ( 20) (2 / की ४न? [०3 [६23] 








(22) 
बशत कि ४/:>20, »:>0 (७ 772४-27)-0, (७६7०0, | श8 ए [<३(/८8-72#४-270)7, | धा2 2 [< 3/४५ ४५ 
रशुब--8+ 2८+बं+-34(४+ ?४)(8॥/2;)] >> 3 (5--, 2, ..., है). 











(“ (085 ४78) : 0॥5 ४३)9 ४8 है 4 [/,] ॒ [५]; [/?,] | 
७. 29 222 3: (4? (27४) 48 2॥[0.]: [0ै), (] -+ ध 0.70 ) (' “27%: [023] 
का »ए]; (4--०--9--०--४ 2४+-20), [24], [23] 
? हर ४ गे | 'ध-+ | % 8--८ 
(0, 2774), 28; (५7, 42/4), 43 ठ्र (43) 4 [(2;], [22.4 5 7 | का ५ गा !) [४] 
(2-3) 
बशत कि ४४20, ४20, (0, (/-- 2४/--29)>0 | कह ? [€ई/0 7) | भाह 2 |< (७४7५ 
॥शू.-+ 8+ ८- ब-+ 2(४--०(4;/22:)] >3 ((४--, 2, ..., 7४५). 
है, [2]; [2५]; [2] 
धड 








फ् ४7? ) ध (॥], 77925 73 

॥ 
या 07 725 6७ ३७० 8974 | ८(07; [09, 09, [7-/[-% ४ » (-४+%7) 
[2,]; [?,]; (4---4--9--८---४, 2४--29), [23] | 


203]; [(०0१); (03), (2- | “9 (४ +१) (2 ४-| का) 
(2-4) 


(7]5 7722 * (75 72), 773+ 3 
(2]3 29) /3+7 - (६व3 4905 43-4 





बशर्ते कि ४:>0, 90, ४, --2(४- 70, ७-2(४- 7)>0, | क्षष्ट 2 | €३[#१-2(४-+ ०9५ 


[€<3[0७५-2(४४-+ ?]४9, १९(४-- ०-+-०--५)-० ३ 
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भ्० (॥5 723) है (:45 79), 773 
77५) ? 28); 23: (477%, 42+28): 43 


(॥77१, 78): (7 ॥27, 783न7 
(249/22); 2877 > (4प+7, 4274), 43+4 


फ्र (2,]; [?,]; [?;| 
बट (2), ([- 





पक 





। 








०न-ख 


4-8 


हक [2,]; ((--4--9--८--४, ४--०७), [253]; 
- 2-+- व! 


ः हल 

2 6027) (2--4-- 4, ४४--०); [((2,],(2--8 -- ८, धन 9) $ [(23], (2 है | ( ) 
बशरतें कि ४>0, ४:>0, +-४--४५:>०0, ७277४४--7-०0, | ध2 9 |<३(७--४ --7) # , [ ६९१ 2 | 
<:4(87४-7)9, स्शृधन+/9+2++#(म४+7(0/झ89)] 0 (+-, 2, ..., #४), 7२४०-४० -- ०-- ८ 
+(४-+-०)(४४/22:)] 0 ((८--, 2, ..., ह४५). 











उपपत्ति 


(4*6) एप 4, 9, ८ एवं 4 को ०--7८७, 8 _- ४5, 2-5 तेंथा 4--४ द्वारा प्रतिस्थापित करने ि 
दोनों ओर (ऋ्ड़ 75 9 ४(+7) #४ से गुणा करने तथा कंटूर 2, और 7५ की दिशा में & तथा / 


कक] 


के प्रति समाकलित करने पर; बाई ओर समाकलन के क्रम को बदलने पर जो इस प्रक्रिया में निहित 
समाकलों के परम अभिसरण के कारण बैध है 


मो 
बल छ्क्ा 2] अ (6 + 88 ++ 0४ (0+-0४४---४)८ (७ २-7४ |-४)/ (८ -- ॥५ )| 


ही | | ४(3, 7) ४(७४-+-7)/ [ध-+-8-+-८+धीें /(34 4 0)5-3] 2! धर तं! 
73428 * (धनी? +डक8-)2 (0 +८ +208-)/[८--८६+(४ +)05- [4-7 (/४--१)४--।] 


(277) 

अब दो चरों वाले #-फलन ([-) की परिभाषा का सम्प्रयोग करने पर हमें फल (2-) की 
प्राप्ति होती है। 

इसी प्रकार (22), (23), (24) एवं (2:5) सम्बन्धों को (६, 8, ८, 4) के स्वान पर क्रमश: 
(६--४७४, 8--799, ८2--8, ८ -- 7७) ; (४--४/, 8--४४/ 2--१४, 4- 7४४); (६८+- ५(७--), 0 $7(७ -+-४), 
2-44(७--7), धनी (४-7) तेथा (ध--॥७, 20--४/, ८--१॥४, ८--७) रखकर स्थापित क्रिया जा सकता 
है। 

3. विशिष्ट दशायें 

इस अनुभाग में कतिपय रोचक विशिष्ट दशाग्रों की विवेचना की जावेगी । 

() (2.]) में ४-0, रखने पर 


० ] (पु 278) 5 (थ3॥9), ४३3 । [/ ] [2? | 
22, 0 | 


शी अटज 7 टा कर (09 2203 63: (दा [0,],( -- 4-2, »);[2,]-[0,] 4 
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] 
लज़्द्वस8-776+०८-7 


(772 43 पाठ) 5 (एम त753 7723, 78 
(94+7, 22)0+ 28) * ((7749 १8), 43 


((4-8-8-०-०, ऐ; [2] 2३] 
[2,॥ ( ,"); 997 2०] 











(3:4) 


बशरतें कि 70, (/- 7)>0, /७००0, | शाड्ट » [६३60-०7 | शा8 2 | < 8७४7५ २९८(८--2-+८-+- थे 
का १९॥/2)) > 3 (८ 9 2, 9००७ 97). 


(0) (2-) में /-0 रखने पर 


| ०0 | (27745 7772) * (845 79)5 78३ [7] [/?, | [7५] 
_- 3 की, 29७: /0 ए०००५ ७ | ० [07] [- 07% ५ )0-४+२ ०; [29 2] 
छग, शाओे ; फात+ 29), 78 9 (4--६--8--८-४, 3४), [?3॥; [/,]; [73] 
(9:0+7209) 28; 477% 49? 4» |“ [0.], (2- ५ 2 28४ है । 0 ) ; [0,) [2५] 











(32) 


बशतें कि ४0, 2738, (७०0, | शढ्ट 9 [<३(8-32)7, [वि 2|<३/087, _ैश/ध-+-2-+८-4 
-+370:/2:) >3 (7-5, 2, ..., 7४). 


(॥) (2'2) में ४--0 रखने पर 








[ ] (75 772) » (5 7905 ॥8 , [0] [70) [2४] 4४ 
-० 4 (४+ 7 9-9 _ ४ए/४४ 28; (ह।» 429 ९३ | / [2], ( - 0] | 00] [200 
गा य] 
४ (ध-+-०७--१) 
(007, 772) * (॥4५ ॥9)35 83 मम 4 (798 ४ 2| ( 3) 
, 8 
(77, 80 28; (77348) 93 |» [0.], [ 2 १ ) (2--2--4, 20);:[00:); [23 








बशते कि 90, (2 720, (३2०0, | कट # | <३(8-2707०, | शड ४ [<ई/छ०, 2(६-+-०+८+ व 
न 270;/2.):>3 (४--, 2, ..., ४7). 

(५) (24) में ४८0 रखने पर 
। [/, |; [/?, | ) [/?:] 


ध्‌ 
[97:0,॥ 093, ([-बर|+% | हि 





प्छ । प्र 7972) * (03, / 2), 73 है 
लि / (6-->०)२ (८--०) (20 23 23; (3 १8)0875 
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कि [7?,]; ((--०-2-८-४, [2५] 
| ([9.: [2.8 [09, [2-४-|० 2”) (2-४ -| त 


(77, 779) ४ (84. 79), 7283-77 
(275 228), 23775 ((१३48039374 


(3'4) 
बशर्ते कि 7:20, /:>20, (७०29, | का 9 | <$(/०-८ 2075 | काह 2 |<३(09-2707, ९(ध--१--८ 


-+4)7>3. 


(५) (2-5) में ४50 रखने पर 


का |$ 
। _७० / (ध+ 30) (9->) 


(77, 779) ४ (], 2225 78 | कि [2 | [?,] | 


2 7, 29), 23; (५073, 48+3)5 93 [2 [(2] ) ([--4४+>, १): [(0.],(--2->- | 9»); [(23) 


हि ] (कक शत); ित 3 डा 
. (६-89-7) 2४9 79, 2877: (4]77, 48+7), 48#7 


(4 9 [2] 9 (4 गाए -“8- 2-4, 9)[7%] | (3-5) 
2[04]), (2--४-०, 0); [29) (2--8-० ०); [93) (2--८- 4, ४) 


बणशतें कि 9५:0, ७», ०9, |६७००, | शा 9 [<३(/8- 77, | श8 ८४ |[<9(/७४८ 79०, 2(०--9-+-८- थे 
--४8//2,)>0 (४-, 2, ..., 65), ?९(४--०--८--८+-४4॥/ 2:) 20 (४८--२, 2, ..., 772). 


निदश 


[. वर्मा, आर० यू०, 897, 80. एप्प, “#]. 4. (पट& [28-. $60,. । & ४४. (४. 5.), 97], 
47, 03-40. 

2... एडेल्यी, ए० इत्यादि: 8968 ० फव्ट्राधों ए7६॥४0०0775, माग , मेकग्राहिल, न्युयाक, 954, 
300. 


४][॥273 ?०75036 /॥70537064क्‍3॥ 73६॥4[/८ 8 
४०[. ॥9, ३०. 3, |७५ [976, 2०६९5 227-23 | 


साववोक्ृत प्र-फलन वाले कतिपय गणनफलों का समाकलन 


बी० एल० माथर 
सुरक्षा प्रयोगशाला, जोधपुर (राजस्थान ) 


[ ग्राप्त--दिसम्बर 6, 975 | 
सारांश 
प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य दो चरों वाले कतिपय समाकलों का मान ज्ञात करना है । कुछ विशिष्ट 
दशाओं की भी विवेचना को गई है । 
स्‍शावटा 


काह्श्रबाीणा ० छाया ए'०तारटाड पराएतेशगाएु 8 इशाशबांरसत प्र-णिएाणा, 29 8. 4.. 
शवाएप्रा, /02९6७708 7.870909, उ300॥|_#एा-34200|. 


पुल ०0छ8]०० णी 6 फछाठ्इआ छफुब9०" 48 60 6फक्वपक्४ड एशांशिंए गंाल्श्ार्ओ परणएणाए३ 
अप-फिएलांतगा गीफज0 एथा9988,. 5078 एथाएएपॉक' 08565 0996 3850 08070 685008560 , 
]. विषय प्रवेश 


हाल ही में मनोट तथा कल्ला! ने दो चरों वाले 27-फलन को दिगुण मेलिन-बरार्नीज कंटूर समा- 
कल के द्वारा परिभाषित किया है जिसे संशोधित संकेतन द्वारा निम्नवत्‌ व्यक्त किया जा सकता है : 


85.5 
, (०2, £) ] 
[ जी नी न 4ु७ 24, है 44 (ध, 0) 3 (८, () 
5, ) २५ (+;: हा 9, ह 24) के 
(, 2) 
(8, 2); (४, 2) 
] ४८० ४०० 
न्नलोः हे े" 8 आ--7) 0(७, 7) #77 व व! (.) 


जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया जाता है। यहाँ 
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ं 
#7(0/-59) ॥ 7(0-०; +४40)) 
॥. हम 


0५, १) मा कक जम लि कल 20 
(0 हा 
7 7(--8:-|678,)) 77 (८; - ७.4, 
गका कम 2] कि ४) 
(४ (४-72) 27 7( - 4;+४०१)) 
हम 
3 अल ली का अमन 3 कप हर सह 
7 7(--4/+72)) 7/ 7(०४-४८) 
4 १-३) 
४४ /[०)+ (७-+-7)2/] 
(8 +वी चल वन्य ण: 


| 7[([-०४-(७+7)८/] 7 7| (/+(७४+7)/7] 


॥.. ४, १, 2, 2, उ, 6, ॥४,, ४, 2,, 0, ऐसी अनण संख्यायें हैं कि 0<:7.5 0, 0&2४</? 
[</8/ < 0, 05४, €४,, <0/, € 0,. समस्त 4, £.../ वास्तविक हैं और समस्त 4, #,.../ वास्तविक 
तथा घनात्मक हैं, (4) प्राचलों का अनुक्रम एपा है कि समाकल्य के एक भी पोल सम्पाती नहीं होते । 


आगे (6, 4) का प्रयोग /? कोटि के युग्मों (6,, 4,), .... (4/ #») के लिये किया जावेगा । 


५ ] | 
संकेत /४(४८, ०) से # प्राचलों के समुच्चय हू ध्- 2० न का बोध होगा । 
गुणनफल 7(४--४) 7(४--9) को 7(०--४) के रूप में लिखा जावेगा । फलन (-) को श्[४, |] 

द्वारा प्रदर्शित क्रिया जावेगा और इससे सम्बद्ध फलन को, जो क्र[>, 9] की दशा /.--0 के संगत है, 

प्र।>, )] द्वारा संक्षिप्तीकृत क्रिया जावेगा । 


2. समाकलों का सुल्याकत 


पहला समाकल, जिसका मान ज्ञात करना है वह है: 
रे पिन ( ै! न-2८)777 2 7४५/५ 7, [प्िडााप 2॥ 970 शत प्र 
रण 


वन (0+ न ३)7(३-१-०-॥)ह४ 7१ +#)7 000: क्र (-क)/ऐ 
८५ (277, 22),(८2, 25) | 
008 
(4, 4); (०८, ८) 
2003 2४, 373, #&, यातव 


6+9॥, (22: 72.), 9+%0, (0: 0१) (५ 2), ७(न-#, 2+३ ४), | (2) 
07 | 208४-४४; 2+-$ --/०) 
(2, 8); (4, 2) 
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जहाँ #7 तथा # घनपूर्ण संख्यायें हैं भौर #:>># 
8; , थे; | ४ 
हशविफशा (अप हु) 20 यदि /5, 2, .. 26 तथा 75, 2, ..., 36, 
है| १ 


मी 0 
है बक#-ब्ै+(छ+क) (व + 26] |<0 यदि 7०), 2, --७ औ तथा /), 2, --५ खं, 
॥ ] 





८ 2? 8 है 6 व हि (24 
“ 0र्न- < 4-- हद 8/- कि “धनी <५<- </- < 42/<.0, 
व व | ] ८] 


| 92 कं अ क+. हऊ>4-- 3 4. 697. 2 #. | 
४ [४ हर न अबकी * हि ० 6 मी ३ 
४ [<< ४3 जलन 6 अब ताक हुई; 5 अल आह आज | 


बा। 224 (शव ु 2 (्‌ रथ 

| धा४ ? |<< | 2- < 0/+ <#८.- < 6- ४ रझा- 2 धि 
20 व मै4]+7 २४]+7] 3 7 

7 -- ;८! | -.. ( | 8 8 0 अन्‍े 7727 मा )गगा।मू (॥! न )/॥7(%2 के ग्रगिणु-7, 


उपपत्ति : 


(2-) के समाकल्य में #-फलन के स्थान पर इसका मेलिन-बार्नीज कंटूर समाकल (:]) रखेंगे 
फिर हम समाकलन के क्रम-को बदलेंगे जो (2-) में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वंध है । तब परिणाम[» 
की सहायता से आन्तरिक समाकल का मान ज्ञात करेंगे 


| %%-7(] + 2-78 40 4-7 (24)79- ०--/) 2श्यूरा(+०--४)]7 
0 
तथा गास और लेगेंड्र/! के गुणन सूत्र का उपयोग करने पर 
बेन टला आह के पटक) 
४0 


अन्त में (]-) की सहायता से फलों की विवेचना करने पर हमें वांछित फल मिलता है! 


द्वितीय समाकल 


इसी प्रकार से प्रग्रमर होने पर पाया गया कि यदि # तथा # ऐसी घन पूर्ण संख्यायें हैं कि 
#<<# तो (2:]) में दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत हमें 


दर 
| दा, ( ] - %)75 /ि 729/ धा[फ्र्ा 0428 एज क्र 4 
» 


बट गहि शे-॥2४-7)८-) 70 -- 2-८ )(8--४)7४/27(0--/४-- ३)2(/-%+ 3))7 
87 5 
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| 0५ (28, 220. 0७५४-78, ॥४--ने +8), (०,) 
(4, 4); (८, ०) 


॥#7+72 , खो /४१, बीत 28 | 


५, ५१४, (9:74), >+ धान (2:07) , (22) 


(/, ४), 3 (#१४ ग0५ मै गे ( 5 3) 
(0, 8); (८, 9) 





90 
( 
प्राप्त होता है जहाँ च शा (4 (८: --77) 7777 र्न- 8)7 (00/॥7) 
तृतीय समाकल 
यदि #%--४, तो हमें निम्नांकित फल मिलता है : 
कि पा (] --४)778 ४४ माविझा 4४, फए् 7%ऋ] 4५ 
0 
०+27-श५2कोट/#म 700 +#+9)7(3-३-+ऐ रा +)े-+र्णी 
ग 0 (20, 22), (०, 5) ड़ 
४(2- 57) 
(4, 4); (०८, ८) 
(/, 2, 8(२॥, है + »ै +-॥०) 
(8, 8); (४, 2) 


। 
4॥, ४, 5 रब, खत 

>( 46.4, (०:07), 9+209(0: 24)| 
| 


(2-3) 


2 80 /8360 


3. विशिष्ठ दशायें 
(2-) में /-+-05"८0 तक सीमित करने पर हमें अनन्त समाकल प्राप्त होता है जिसमें फाक्स 7? 
के दो 7-फलनों का, गुणनफल होता है । 
कं ऋण (] --४)7/ 72 कक पका इक धर 
रण 


नल ध7/ [व | (जे+-४)] ता (का --0)7 (07॥2( --#)/7 
८६ (2777, 24) 


प्र 
270, 3 २>(, 26) 243 (4, 4); (८, ८) 
2५, (22: 274), 270 (0:23) (3.4) 
हु ५5 लि ली हैक 2/ 5 /0 'नदक । 
9०0 | 
([_ | (७, #); (४, 2) 
जो (2-) में कथित प्रतिबन्धों के अन्तगंत बेच है । 
यदि हम (2-) के समस्त 4-०--...--/--] रख दें तो हमें सिघल।/ का ज्ञात फल 


प्राप्त होगा । 


अ-फलन वाले कतिपय गुणनफलों का समाकलन 23] 


किन्तु यदि हम (2-]) में 6--०--7,5-0,5-7/,--2४,--0 रखें और सीमा ४-२0 लें तो हमें 
फाक्स के 7-फलन वाला समाकल 


तर 5 हि 5 2220 कप फ्त, ० प्र्धः . 4, | धंट 
न्कशोएा॥ 7[३-+(3+ ०] राय /श्क्क+ ३) -70+/0७-#)/7 
| _[/ (20, ]--2)2),(4, ४) 
४9 |. (8, 3); 6(७-+% ईै-)-+०५ (3-2) 


८५ (7४-7१, $-/«-- *) 


रब, जॉनिश77 
67%. । 
+970, (रन डै॥ 





प्राप्त होगा जहाँ ८ | + #जईैत (आने हे) (न )| <0 यदि 7, 2, ---3 २, 77-77, 





ए८१+ शा ह# |>० यदि न 2. *** 9 24, 
है। 


| धड 4 |< कु 22 > ४9,-- 4 4 
0 2 अकाक 2 3 ४ हइका | 
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2... एडेल्यी, ए० इत्यादि, प्लांइाश पराद्माइटथाठव्यांब कपराढां075, भाग ॥, संकग्राहिल, न्यूयाक, 
953. 


3... वही, 8965 ० ्रांब्ट्वार्श प्रोध्ाईणणड, भाग ।, मेंकग्राहिल, न्यूया्क, 254. 
4. फाक्स, सी०, द्राजें० अमे० मेथ० सोसा०, 96, 98. 


5. मुनोठ, पी० सी० तथा कलल्‍ला, एस० एल०, एर/ए्शआए ९००. 0१6 पृप०णा६व, 7२९०, 506. ४6. 
97, 2. 


6. सिंघल, जें० जी०, प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस इंडियां, 966, 36. 


४[]3॥3 ?०॥534 /0७053॥0[|3॥ ?8:॥'|८ ४ 
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जलकुस्भी तथा बोनसमील निमित कम्पोस्ट का भिडी की उपज 
एवं रासायनिक गुणों पर प्रभाव 


अमर नाथ वर्मा तथा मुरारो मोहन वर्मा 
शीलाधर मृत्तिका विज्ञान गवेषणागार, प्रयाग विश्वविद्यालय 


| भ्राप्त--अगस्त 29, 974 | 


सारांश 


'भिडी उत्पादन में जलकुम्मी का प्रयोग कार्बनिक खाद की तरह किया गया। कम्पोस्ट बनाते 
समय केल्सियम फास्फेट 'बोनमील' के रूप में जलकुम्मी अपतुणों के साथ मिलाया गया । उपयुक्त कम्पोस्ट 
के प्रयोग से भिडी के उत्पादन तथा प्रोटीन और विटामिनों की मातत्राओं में वृद्धि हुई । जलकुम्मी तालाबों 
में अपतृण की भाँति समस्या बनी हुई है जिसका उपयोग कार्बनिक खाद के लिए सुगमता से किया जा 
सकता है । ह 


47059 6 


जीरा 0 जन्वञांला फजएबलाए शाएे 20705 फ़ाथाना'2त 70फक एणा९ ग्रार्श था ॥6 शांरत बाते 
शाशाएंटब ९णइप्शाड ० फरांधहां, 8795. प, 0४टाा4३ बात श. ७, ए६८एव3, 806॥9 677 
॥580प6 0 980 80070९3, 08878092806 एफारए्शइॉप. 


रावण शजबणांगा। (शित्ााठफांब लावइगर[068 80777.) ००पाॉंव 56 प्रा8९त 88 08870 
ग्रक्ापार [0 [705पट८08 शशालाः शंतत शा एलशालः दृष्भाज क प 00 पण५ | 97067, गरा76- 
788 6 शाक्षाया0 ०076735 0 छगाएवा दणाए जात एडॉटपा) 9005900996, 7 8 89प्रा(8॥, 
ब९क्या0]6 पा0पश0प7 (76 ०0प्रतए 26 ॥95 2200706 8 [700!607. 


जलकुम्भी उष्णकटिबंधी जलवायु में तालाबों में अपतण के रूप में उपलब्ध है जिसका उपयोग 
कार्बनिक खाद के लिए किया जा सकता है । जलकुम्मी में कार्बन, नाइट्रोजन, फास्फोरस, कल्सियम' तथा 
पोटेशियम पाये जाते हैं?! । भूमि में हयूमस की मात्रा वृद्धि में यह कार्बनिक खांद अत्यन्त सहायक है 
क्योंकि कार्बनिक द्रव्पों का भूमि की उवरता से पारस्परिक धनात्मक सम्बन्ध होता है| पौधों के आवश्यक 
तत्वों की पूर्ति के साथ-साथ भूमि के जीवाणुग्रों द्वारा अन्य क्रियाओं में मी यह कार्बनिक खाद सक्रिय 


रहती है । 
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उक्त आशय को ध्यान में रखते हुये जलकुम्मी कम्पोस्ट का अ्रयोग भिडी की उपज एवं 
रासायनिक गुणों के परीक्षण के उद्देश्य से किया गया । 


प्रयोगाृत्मक 


यह प्रयोग विभिन्न प्लाटों में रैण्डमाईज्ड ब्लाक! पद्धति पर 970-7] में 'सडी की 'पूसा सावनी' 
किस्म पर किया गया । प्लाटों में 25 टन प्रति हकक्‍टर की दर से जलकम्भी तौल कर श्रूमि में बुआई 
के लगभग डेढ़ माह पूर्व फावड़े द्वारा खोदकर 0-9” की तह में मिल्रा दी गयी । कुछ प्लाटों में 75 
किलोग्राम प्रति हेक्टर की दर से बोनमील भी मिलाया गया। भिडी फलियों की पैदावार क्विंटल प्रति 
हेक्टर के रूप में दर्शायी गयी है । भिडी का रासायनिक विश्लेषण ४. 0. ७. ९. (एसोशियेसन झाफ 
आफिसियल एग्रिकल्चरल केमिस्ट्स )हारा किया गया है! । 


सारणी ! 


प्रायोगिक मिट्टी तथा जलकुम्भी का विश्लेषण 


0८, मिट्टी जलकुम्भी 
(90 0-89 2*73 
20 0:69 -2 
80 , (2 0-89 >'02 
7? 0:.[0 0-66 
९. 057 36*4[ 
| 0-05 <' 9 


परिणाम तथा विवेचना 


सारणी 2 में दिये गये भिडी के उत्पादन के परिणामों से स्पष्ट है कि भिडी की उत्पादन मात्रा 
उन प्लाटों में श्रधिक है जिनमें बोनमील तथा जलकुम्भो का प्रयोग किया गया हैं । बोनमील के साथ 
जलकृम्भी का प्रयोग भिडी उत्पादन पर बोनमील तथा जलकुम्भी के अलग-अलग प्रभावों के योगफल से 
भी श्रधिक सिद्ध हुआ है । जलकृम्भी जब बोनमील के साथ सिट्टी में मिलाई जाती है, तब वह सम्भवत: 
बोनमील की उपस्थिति में अनेक क्रियाप्रों द्वारा प्राप्य पोषक तत्वों की मात्रा में वृद्धि करती है । इस 
प्रकार इन पोषक तत्वों की उपलब्धि के कारण भिंडी उत्पादन में सहायता मिलती है । सारणी 2 में दिये 
गये उत्पादन आँकड़े, सांख्यिकी विश्लेषण के पश्चत्‌ साथेक पाये गये जिससे जलकुम्भी तथा बोनमील के 
प्रभावों के भिडी उत्पादन पर घनात्मक सहसम्बन्ध की पुष्टि होती है । 
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सारणी 2 के रासायनिक परिणामों से स्पष्ट है कि भिडी की रासायनिक संरचना पर भी जलकम्भी 


तथा बोनमील का प्रभाव पड़ा है। कार्बनिक खाद (जलक्ृम्भी तथा बोनमील ) द्वारा भिडी की प्रोटीन 
मात्रा, फास्फो रस, पोंटाश, कैल्सियम, मेग्गीशियम तथा विटामिनों में ए, बी: तथा सी कौ मात्राओं में भी 


वृद्धि हुई है । 
कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक प्रोफेसर एन० आर० धर, निदेशक, शीलाधर मृत्तिका विज्ञान गवेषणागार, प्रयाग विश्व 
विद्यालय के ग्राभारी हैं जिन्होंने कार्य करने की सुविधा प्रदान की । 


निदंश 
. घर, एन० आर", श्रध्यक्षपदीय भाषण, इण्डियन साइंस कांप्रेस, 96. 


2. ए० ओ० ए० सी०, ]४०८४४००5 ० $0 ७78।५४5$ 968. 
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-+32' से-35 के क्रांति क्षेत्र में वृहद यथार्थ गतियों का विश्लेषण 
आर० एस० खण्डेवाल तथा ए० एन० गोयल 


गरिएत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--मार्चे 30, 976 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में () तारक अभिख्रवण (7) सौर गति (7) दीघंवृत्तजीय संकल्पना तथा (९) 
तारक भअ्रभिदख्रवण से दीघ्घ॑वत्तीय स्थिरांकों के लिये वृहद यथार्थ तारक गतियों का विश्लेषण दिया 
गया है । 


0४ बटा 


अं एडं5 णी श्राए० फाक्श' प्राणीणा5ऊ  तल्टांतरधांणा 2णा९5 +3270--35?, 89 8. 8. 
2766 32700 ७. ४. 60ए9 ॥069477767 0० श्वाला्रा05, एपंरशआए ० १४/9४(7, 
उधाएपा'. 


]॥ ॥#6 ञा65शा। 93967 ए6व3ए९ थाबए४०6 6 क्वा26 एा0एश' ग्राणाणा$ ण शब्वा5 0 (0) - 
इांक्ा-आाठ्याया॥8 (7) इउठक्क एणांगा ) ०॥ए5०१७४ #५9ए०:6,ं5 (7) ल॥7800% ००78४क्षा।5 
१070 ४(8/-87788॥72. 


अस्तावना 


हमने -- 32? से लेकर 35? क्रांति के अन्तर्गत बुहृद यथार्थ गतियों का विश्लेषण सौर गतियों, 
अभिन्नवण स्थिरांकों तथा अभिवृत्तजीय स्थिरांकों के लिये किया है जिस पर हाल ही में अरावामुडान, (7 
गोयल /? खण्डेलवाल तथा गोयल /2 ने कार्य किया है। यथाये गतियों के प्राप्त करने की सामान्य 
विधि का विस्तृत विवरण गोयल 7? तथा खण्डेलवाल / ने दिया है। युगों में मौसत अ्रन्तर 40 वर्षो से 
ग्रधिक है। दो या अधिक अतिव्याप्त क्षेत्रों से प्राप्त एकाकी यथार्थ गति के किसी एक निर्देशांक में 
सम्भावित त्रुटि 0.00 है। क्षेत्रों के विवरण सारणी 7 दिये गये हैं जो स्वत: स्पष्ट है। यथार्थे गतियों 
के अभाव में 88 57, % 458, !6 5% केन्द्र वाले तीन क्षेत्रों को सम्मिलित नहीं किया गया है । 

8? 6 


238 


गा 
५ 


है| 
है 8 ॥। 
है 6 8 ॥। 


है, 


है 


हैरी । 
हैरी है। 


है 8 8 
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माध्य॑ 
0# 457 
2# ]507 
३४ 457 
5# [597 
6 457 
2/ 452 
4/7 ]577 
5/ 45%: 
]7% ]5# 


86 457 


206 [57 


2£ 4577 


236 [570 


सारणी ॥ 


साध्य' 


-+:337 
--337 
न-337 
-+337.6 


- 337 


-+32?,5 
- 327?.5 
न-327?.5 
न327,5 
न 32?,5 
न 337.3 
-+320.5 


न 327,35 





तारकों की संख्या 


693 
457 
478 


9]] 
606] 
344 
284 
2735 


353 


364 


387 


344 





अब अर बा की 


सार 


>> 7 


» 


स्मार्ट ह) द्वारा दी गई विधि का प्रनुसरण करते हुये हमने सारणी 2 में श्राये #7, , #7,, 8,, 6, , 
27५, 7; के मान प्राप्त किया । अतिव्याप्त तारकों को एक तारक के रूप में मान लिया गया है । 


ग्रपवाह वक़ों का विश्लेषण 


अधिकांश क्षेत्रों में अपवाह 7 अत्यन्त स्पष्ट था जबकि #7, के न्यूत मानों के कारण अथवाह ॥। 
का सपाट बक्र प्राप्त होता है। क्षेत्र ।॥7 तथा शा में अपवाह 7 के स्थिति कोणों के विश्वस्त मान 
ज्ञात कर पाना सस्मव नहीं हो सका फलस्वरूप परवर्ती विश्लेषण में इत क्षेत्रों को सम्मिलित नहीं किया 


गया। 


स्मार्ट !! द्वारा दी गई योजता के अनुसार अपवाह मं तथा ता के अच्तिम सामान्य समी करण 


निम्नवत प्राप्त हुये । 





होते हैं । 











वृहद यथार्थे गतियों का विश्लेषण 239 
अपवाह ! के लिये सामान्य समीकरण 
7.4]45 #&,--0.,.0 #४,--0.6363 2,--0.7670 
0.0 #,+5.5575 %, -- 0.6045 2, --8.7404 
--0.6363 %,--0.6045 9, --7.0508 2,--0.969 
अपवाह 77 के लिये सामान्य समोकरण 
8.7767 &. --07867 9. -.0873 2,5"-+-4.0905 
--0.7867 5, - 8.0957 9, --0.6959 2, ---4.7004 
--.0873 %&, - 0.6959 9, --9.689 2,5----8.5352 
सारणी < 
......<.<र<र< “7 प्रपवाहाँ . अ्पवाह 7] 
3 कं* कं अ 5 अब च2 ७७6 व आअकलक 
(४५५ 8 लि कशियी 09५, 9, ५ 
् 0 शाप 400 0.6 >29* 293 
है न न- 300 0.6 2057 57 
है है। *0 75९ 78 0.3 263? 300 
है 0.9 ]457 300 0.4 26357 6]] 
५ [.0 2657 350 0.8 857 3]] 
शा .20 28657? 50 . 0.6 व ल 64 
ता ञ- गा 84 0.6 857 200 
शा 3.0.. 275" 325 9.8 55० 50 
(हर .40 2756 200 0.6 ]45० 53 
्र .0 85". 200 0.7. 2555. 346 
है र। 0.9 457 700 0.7 220 664 
है है। .0 46% 3 300 0.7 2257? 267 
£ ९ ॥ है| 0.9 57 की 0.7 957 68 
अपवाह < तथा | के लिये दिये गये उक्त समीकरण समुच्चय से क्रमशः निम्नांकित 


ते मान ब्राप्त 
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श्रपवाह । अपवाह ॥7 
2, -0.037 --0.0323 
४, --.5722 --0.5069 
2, --0.0046 --0.8969 
4--86",2 2.66%3 
705--0",2 -- 60.९5 
॥रक्र, --.575 7, .03] 


जहाँ संकेतों का यथावत्‌ अर्थ है । कई क्षेत्रों तथा दोनों शझ्रपवाहों के स्थिति कोणों के परिगरित तथा 
प्रेक्षित मान सारणी 3 में दिए जा रहे हैं। इनसे प्राप्त सामान्य अनुरूपता असन्तोषजनक है जिसका 
कारण यही हो सकता है कि कई क्षेत्रों में अपवाह भलीभाँति परिभाषित नहीं हैं | 


वृहदव॒त्तों का अभिसरण 


माना कि वृह॒दवृत्त से एक शीर्ष की कोणीय दूरी 8 है । तो यदि सम्बन्धित स्थिति कोण के 
प्रिगणित तथा प्रेक्षित मान १८ तथा % हों तो 


शं। 85-69 ) 8॥ (0/--9,) 


सारणी 3 के पाँचवे तथा नवें स्तम्भों में 8 के मान दिये गये हैं। जहाँ तक अ्रपवाह ! का सम्बन्ध 
हो, क्षेत्र शा, शा तथा, ४४7 के लिये वृहद वृत्त 0* के भीतर से होकर गुजरते हैं; रा, ॥0, ए [४ तथा 
* इन सभी क्षेत्रों के लिये 20? से होकर जब कि जता तथा जात क्षेत्रों के लिये यह अत्यन्त दी हैँ । 
अपवाह 7 में 8 के मान अन्तिम स्तम्भ में दिये हैं॥ इन अपवाह में ॥, ॥, ए, शा, णशातर तथा जया 
क्षेत्रों के लिये वृहृदवृत्त ।0? से होकर तथा शेष के लिये 20" से होकर गुजरते हैं। क्षेत्र /५, &, तथा 
जा इसके अपवाद हैं । 


सारणी 3 के पाँचवे तथा नवें स्तम्भ में दिये गये 8, तथा $ के भारित मान हैं । 


सारणी 4 में समीकरण #7-#% आंत »। से परिगणित प्रक्षिप्त अपवाह वेग के परिगणित मानों 
तथा आवृति-वक्रों के विश्लेषण से प्राप्त मानों में तुलना दी गई है। », तथा )५ के मान पहले ही प्राप्त 
अपवाह शीर्षों की स्थति से प्राप्त किये जाते हैं । 


तारक अभिसत्रवण का शी बिन्दु 


यदि (५, £, £) भ्रपवाह की तुलना में अपवाह * के समष्टि (अवकाश ) वेग के रेखिक संघटकों 
को व्यक्त करें तो 


सारणी 3 


परिगणित तथा प्रेक्षित मात 


णों के 


कर 
न 
| 


कृ 


स्थिति 


मार 


वाह 


अपवाह 7 


०5 
[ए 


| इन 


(भा 
32 
0.43 


परिगणित 


(कस 


ई 


8/--0" 


| 0 


0५ ना 8 ्‌ 


। (0) 
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(यह मानते हुये कि शीर्ष गांगेय केन्द्र की दिशा के पड़ोस में है) 
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7) सझ ॥ 4] ब्ड् #,--2.079 ] 
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प्राप्त होते हैं। गांगेय निर्देशांकों में यह स्थिति 
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0.24 
0.4 


0.07 
0.07 
- 0.03 
0.46 
0.49 
0.22 
0.43 
0.33 
(0.32 
0.29 
हे कम पल न थम पल जा कैली प मरएह3 लक / 42 + 6 26८०, मी 24 


शीर्ष का२७ 86.72 
शीर्ष का क्रांति (66०ै०क्ल्‍घाणा). 247, 
2 2.270 
शीर्ष का देशान्तर : 352९5 
शीषे का अक्षांश --2*,] 
सारणी 4 
ग्रपवाह 4 अपवाह प्‌ रा 
72, प्र, 
परिगरित प्रेक्षित शन्‍न्तर )े परिगणित प्रेक्षित अन्तर 
७४४४४ * आज 
36",.50 0.7] 0.60 
.080 4.00 नी 0.08 446", 20 0.57 0.40 
0.88[. 0.90. -0.02 57९.65 0.47. 0.40 
0.92... .00 -0.08 50".80 0.50. 0.80 
4.538 4.20 -न0.34 44]7? |4 0.96 0.80 
न हे दर 04".55. 0.99. 0.80 
.086 .0 “79.02 96",.55 .02 0.60 
0.87 .40 -:0.53 927 90 -03 0.60 
0.92 .00 --0.08 93,775. 4.03 0.70 
.49 0.90 +-0.29 98?,70 .02 0.70 
8 .00 0.43. 05%05 . 0.99... 0,70 
.57 0.90 0.67 447" 40 0.94 0.70 
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अभिस्रवण स्थिरांकों से सौर गति 


हमारे विश्लेषण के अनुसार (सारणी 2), अ्रपवाह ॥ तथा वा में तारकों की संख्यायें क्रमशः 
2678 तथा 2975 हैं (इसमें वक्र ।, ], एा को सम्मिलित नहों किया गया क्‍योंकि इनका उपयोग 
अपवाह < के स्थिरांकों को ज्ञात करने के लिए नहीं किया गया) जिससे 0.90: अनुपात प्राप्त होता है । 


माना कि #, द्वारा तारकों की समग्रता के अनुसार सौर गति प्रदर्शित होती है और (4५ 90) 
सौर शीर्षों के निदशांक हैं तथा 0.9 के लिए £ प्रयुक्त हुआ है। फन्नस्वरूप स्मार्ट तथा टन्नाहिल £! की 
ही तरह हमें निम्न समीकरण मिलते हैं । 

(7+7) /77५ 008 4५ 005 20+##क ०05 43 005 2 +/#्7, ०05 4॥ ००5 2,5-० 
(7--) 87५ थं्र 4७ ०05 200 +#77, अंत 43 008 20, --/#7, शा 4, ०05 2,5७0 
॒ (7+7) 2, भा। 20+ंग, धंत 2, -+-हाकर, आंत 2५50 
इन समीक रणों को हल करने पर 
सौर शीर्ष का 7२. &. (4५)5-286?.] 
क्रांति (20/) --44".9 
सौर चाल 72,5-50.669 


ऐयरी की विधि से सौर गति का स्वतन्त्र निश्चयन करने पर 
सौर शीर्ष का 7२. &.(4,)--273?. --7.] 
क्रांति (20,)5-33".2-/-0?,4 


दीघेवृत्तजीय स्थिरांक 


स्मार्ट (४ द्वारा दी गई विधि से दीघंवृत्तजीय स्थिरांकों के स्वतन्त्र निश्चयन से हमें #/फा, 4 
तथा 2 के मान निम्नवत्‌ प्राप्त होते हैं । 


न्‍ ० ___१ “7० 
क्‍ मत0.55, 45-5245", /2--7?,6 


अभिस्रवण स्थिरांकों से दोघंवृत्तजीय स्थिरांक 


स्मार्ट तथा टन्नाहिल (939) के अनुसार दशा का समीकरण 


4 /७४--9 ७ ४७5०-५७ 
लिखने पर जहाँ । 
८४-4१-५७. (५०5७-७५, 4७55०४७ 777 १८७ 


६ज+आंत* 20७) 95-50 &7* (०७--0५) ००४* & 
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5५ 


% का मान सन्निकट मान है जिसे &/-2.65 तथा 6/,--527 के सन्निकट मानों से प्राप्त करते हैं । 
अन्तिम सामान्म समीकरण निम्नवत्‌ हैं । 


7.2042 / ४--2.9898 / 6-- --0.099 
2.9898 / --25.4229 ५ 6--0.8754 


जिन्हें && तथा / ० के लिये हल करने से ७ ४->- 00.380; ७०५----0.0333, ४--52.62, 6,5--33",9 
तथा #&/7--0.523. ०, 8, 4, 4--46 के मान सारणी : में दिये हैं । 





सारणी 5 
क्षेत्र धर 2 ध्‌ 4-५७ अवशिष्ट 
| 0.88 -..70] 2.202 ४5:86 
॥। 0.59 * व .435 -- 78 
॥8॥। 0.2] --.764 0.655 +-04 44 
[५ 0.037 --0.975 0.229 42, 99 
ए 0.075 -0.6 0.344 --49 ]44 
ही । 0.000 --0.008 2.526 -. 85 -- 84 
शा 0.938 +-0.338 2.307 --43 --30 
शा 0.803 +-.073 .973 --26 -- 88 
हर 0.709 --.860 ].77 -- 83 -- 20 
तर 0.733 +-2.222 .885 <+ -- 48 
द्रत 0.853 -+.848. 2.297 -.. 69 +-33 
ञ्र्ता 0.976 +-0.770 2,599 +- 50 अंग 
जता 0.968 --0.560 2.632 +- 58 -- 40 
विवेचना 


यह काफी रोचक तथ्य है कि तारकों की वृहद यथार्थ गतिसे प्राप्त किये गये सौर शीर्ष तथा वेग के 
परिणाम उन अनेक अन्वेषकों के (यथा नाक्सशा (थे, स्मार्ट [/ स्मार्ट तथा टन्नाहिल थ, वाकी /, ठलन्ना- 
हिल “7 एवटे ४ण, एवं गोयल तथा श्यृंगी £थ द्वारा प्राव्त फलों से जिनमें विश्लेषण करते समय ऐसे 
तारकों को सम्मिलित नहीं किया गया है, भ्रधिक भिन्न नहीं है । यही हाल अभिस्रवण स्थिरांक' स्वतंत्र 
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रूप से प्राप्त सौर गति, दीघंवृत्तजीय स्थिरांकों तथा अभिख्रवण स्थिरांकों से प्राप्य दीघंवृत्तजीय स्थिरांकों 
का है। अतः हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि पहले के अन्वेषणों में वहृद यथा गति तारकों की 
उपेक्षा वध नहीं थी । 


इतने पर भी यह ध्यान में रखना होगा यदि लघु यथार्थ गतियों के आँकड़ों में कुछ दीघ॑ यथार्थ 
गति तारकों को सन्निविष्ठ कर देने से घातक फल प्राप्त हुवे होते । पूव॑वर्ती कार्यकत्ताओं द्वारा दीघं 
यथार्थ गति तारकों की उपेक्षा को यह कह कर बेध माना जा सकता है कि ऐसे तारकों की यथार्थ गतियाँ 
उपलब्ध नहीं । किन्तु हमारे द्वारा प्राप्त फलों में केवल 3 क्षेत्रों को छोड़कर ऐसा नहीं है । 
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प्याज की जड़व॒ृद्धि तथा विकास पर स्ट्रेप्टोमाइसिन का प्रभाव 


एस० एस० पुरोहित, एस० सी० अमेटा तथा एम० आर० मेहता 
राजकीय महाविद्यालय नाथद्वारा, राजस्थान 


| प्राप्त--मार्चे 77, 4975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में प्याज की जड़वृद्धि तथा विकास पर स्ट्रेप्टोमाइसिन अकेले तथा ग्लाइकोल 
के साथ स्ट्रेप्टोमाइसिन के प्रभावों का अध्ययन दिया गया है । 


37800 


5(एतां2९४ णा धार 700 270ण7॥ गाते 6९एटें०छञआश्ए ता गीणा ९०क३, |ीवट॑ंड ण॑ इ/श्‌णाएलंक, 
89 8. 5. शर्त, 8, ९. 8769 2070 ५. 7२, ७९॥४७, (00ए2फाल्या (०628, ४।॥३ए३/४ 
(7२०]8589॥.) 


6 ॥९867॥ 94067 668]8 ज्ञा7 76 ९गिंड6 04 2769/07फए७॥ लांतश शं087 67 ॥0 3880- 
ठांब्ा70 एञा0 2/920] 9 6 700 27०0णए/7 3270 त९ए2007977९7 ० क्षा।ाएा॥। ०९७०४. 


प्याज की जड़वद्धि पर विभिन्न रसायनों के प्रमाव सम्बन्धी समीक्षात्मक लेख प्राप्य हैं” ४ ॥ 
इनके अ्रध्ययन से पता चलता है कि स्ट्रेप्टोमाइसिन तथा उसके साथ ऐल्कोहुली यौगिक यथा ग्लीसराल, 
ग्लाइकाल तथा साबिटाल का उच्चतर पांदपों की जड़वुद्धि के सम्बन्ध में कोई महत्वपूर्ण कार्य नहीं 
हुआ । केवल इतना ही ज्ञात है कि % ग्लीसराल की उपस्थिति में स्ट्रेप्टोमाइसिन को स्प्रे करने से 
सेम पादपों द्वारा स्ट्रेप्टोमाइसिन का अवशोषण अधिक हुआ? तथा इंडोल ऐसीटिक अम्ल प्रथवा जिबर- 
लिक अम्ल की उपस्थिति द्वारा मी अवशोषरा में वृद्धि हुई” | प्रस्तुत अध्ययन में प्याज कन्दों के जड़वर्द्धन 
पर स्ट्रेप्टोमाइसिन अकेले तथा ग्लाइकाल के साथ क्या प्रभाव होगा, इसके सम्बन्ध में सूचना दी जा 


रही है। 
प्रयोगात्मक 


जड़ वर्धन के अध्ययन के लिये पूर्व वणिणित विधि”? 2) प्रयुक्त की गई। प्याज कन्‍्दों को / साफ 
करके निर्जेतित आसुत जल से धोया गया, उन्हें बम्बे के जल से भरे हुये जारों में अंकुरित होने दिया 
गया औरं तब स्ट्रेप्टोमाइसिन विलयन की भिन्न-भिन्न सन्द्रतायें डाली गईं । स्ट्रेप्टोमाइसिन (20/:8/77 तथा. 
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सलाइकाल (40% ४/) के संग्रह विलयन तैयार किये गये और उत्हें शीतित्र में रखा गया। इनमें से 
तनुकरण द्वारा वांछित सांद्रता बम्बे के जल से प्राप्त की गई । प्याज कन्दों को स्ट्रेप्टोमासिन के 20, [5, 
0, 5, 2/:8/#४ सारद्रता से उपचारित किय्रा गया। समस्त उपचारित नमूनों में सबसे कम सानद्रता पर 
जड़ों का वर्द्धन सत्रसे ग्रधिक हुआ । 


एक दूसरे प्रयोग में स्ट्रेप्टोमाइसिन की स्थिर सान्द्रता (2/.2/9/) डीोली गई और इससे साथ 
स्लाइकाल की साद्वतायें परिवर्तित की गईं (0.5, :0, 2:0, 40% ४४०») । जड़ों की वृद्धि प्रत्येक 24 
घंटे बाद मापी गई । 
परिणाम 


नियन्त्रण को छोड़कर समस्त उपचारों में जड़ वृद्धि अवरुद्ध हुई ( सारणी | ), स्ट्रेप्टोमाइसिन 
की सान्द्रता बढ़ाने के साथ ही जड़ की लम्बाई घटती गई । 20/8/#7 सान्द्रता पर जड़े क्षत हो गई 


सारणी | (अ) 
प्याज की जड़ वृद्धि पर स्ट्रेप्टोमाइसिन का प्रमाव 
ताप 27--2* से ० 


जड़ों की लम्बाई (सेमी० ) 


स्ट्रेप्टोमासिन की सान्द्रता /8/मिली० 





तिथि 0... 2 5 ।0 5 20 
5.].74 0-7 0-6 0-6 03. 02. 6 
6.].74 2-0 [4 -3 ]-] 0-9 0-5 
7..74 2-2 ]7 -5 -3 ।.] 
8.].74 2-9 8 -6 ]4 -2 -0 
9..74 3-5 2-6 2-2 -6 [.5 के 
0,व[.74 3-8 ५ 203 ]-8 :6 (-3 
..74 4-0 2-8 2-4 2-0 ।-6 हिल 
2,.74 4-3 2-9 शा 2-2 [7 ]-4 
3.8].74 4-4 2-9 2-8 2-8 -8 के 
4.].74 49... 3-3 3-0 2-5 ।.9 भ 


_5.].74 53 3-5 3-] 2-5 ]-9 जे 


34 ककलनन-ं नाम, नननन तन नय+333+3+33 नाना नानी शत न नक+9-+.+++++ लिन सनम तन“ नम नमन मन >९३>रननीम>प+नननल»५ कह नलनतकतत न न मनन कक ७++पक +५<45»े नमक» नमक + 34५» ाफना पा ३५॥+५ ० कम५+ पक + ४४० +ाक++ “न म+/»क पक ३०2५ कनक ननमनइ3 ५ +५भ+न-न ५ नाल»भ-३५५९३५५३७०७५७ ++७५७५७०७०५५०००॥७५५०५५२५१ (१९०७७ 
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ओर उनका रंग भूरा पीला हो गया। यह क्षति धीरे-घीरे कन्द के आधार की ओर अग्रसर होने लगी। 
2/8/# पर अधिकतम वृद्धि देखी गई फलस्वरूप यह सानद्रता वृद्धि के लिये सर्वोत्तम पाई गईं । 





चित्र 7. प्याज की जड़वृद्धि पर स्ट्रेप्टोमाइसिन का प्रभाव 
4>-नियंन्‍त्रण 32-2/87#0. ८(७--5/४/४४/ 
22550/2|श।/ #5--!5/.8/977  #--20/8/777 


दूसरे प्रयोग में भी जड़ वृद्धि देखी गई ( सारणी 2 )। यह पाया गया कि % ग्लाइकाल मिलाने 
से जड़ की लम्बाई घटी और 2%ग्लाइकाल के साथ जड़ क्षत हो गई । इनके मूलाग्र गहरे भूरे पीले 


सारणी  (आ) 


स्ट्रेणपोमाइसिन की स्थिर सान्द्रता ( 2/.8/मिली ० ) के साथ ग्लाइकाल की विभिन्न 
सान्द्रताओं का प्रभाव ताप 27--2' से० 


रममम>कल नल मरननऊन-नात नाक न ५ कनन मनन मनन नन+4-34940> मनन नजाननकपसलर तन कान ++3“+%4ल्‍4५+वाकनकलालव>+ न कान कक गत पर धन लत नकल १३4५० + ३३“ ++नम++333++«+333«+त+3933333+-+3+3+3333+33>+++>नन-नननननन-+-+> सनम. नजलन ना नाना 


जड़ों की लम्बाई, सेमी ० 


























तिथि ग्लाइकाल की सान्द्रता %(५/०) 
कचछचकठड़ 7 छ65ह कक #90य का 
7..74 07 05 0*3 0:25 0*:5 0*] 
8.], 74 2*| 0-7 0-5 0-4 0-3 05 
]9.][ ..7/4 2+2, [* 2, -] 07 04 0-8 
20.] .74 ही :6 *-4 09 0-55 0-9 
2..74 3*4 <8 [7 .0 0-55 '2 
22.,.74 3-8 2-4 :9 :3 06 *4 
23,.74 4-] 2-5 2-0 7:45.. 0.7 ]-4 
24.4.64 43 28 2, (*प7 0.7 -5 
25..74 4-9 2-9 23 प ()-7 4-5 








पड़ गये । इस सान्द्रता पर सबसे बड़ो विचित्रता यह देखी गई कि जड़ों का बंकन हो गया (चित्र 2)। 


250 एस० एस० पुरोहित, एस० सी० अमेटा तथा एस० आर० मेहता 
विवेचना 


अब यह भलीमांति स्थापित हो चुका है कि स्ट्रेप्टोमाइसिन, पेनिसिलिन तथा क्लोरैम्फेनिकाल 
जैसे ऐंटीबायोटिक जीवों की वृद्धि दर को प्रभावित करते हैं।?, किन्तु पौधों की वृद्धि पर इन 
ऐंटीबायोटिकों के प्रभाव की ओर तनिक भी ध्यान नहीं दिया गया । उच्च पादपों द्वारा स्ट्रेप्टोमाइसिन 
के अवशोषण को प्रभावित करने वाले कारकों तथा प्रभावों का अध्ययन हुआ है।*-श | इनके अनुसार 
इण्डोल ऐसीटिक अम्ल अथवा जिबरलिक अम्ल की उपस्थिति में स्ट्रेप्टोमाइसिन का अवशोषणा बढ़ता है। 
ग्रे! ते 40/ ग्लीसरॉल की उपस्थिति में सेम की पत्तियों द्वारा स्ट्रेप्टोमाइसिन भ्रवशोषणा में वृद्धि देखी । 
प्रस्तुत अध्ययन में सर्वाधिक अवशोषण 2% ग्लीसराल की उपस्थिति में पाया गया । 





; /5५ । (४8 
चित्र 2. स्ट्रेप्टोमाइसिन (2/./#%/) +ग्लीसराल का प्रभाव 


45-नियन्त्रण ४ -- स्ट्रेप्टोमाइसिन (2//8//४/) + ग्लाइकाल (2% »/)) 
. पग्रेश्ट के अनुसार ग्लीसराल, ग्लाइकाल तथा साबिटाल जैसे हाइड्राक्सी यौगिक उच्चतर पादयपों में 
स्ट्रेप्टोमाइसिन के अवशोषण को वर्द्धित करते हैं। ये सभी यौगिक प्राप्य हाइड्राक्सी समूहों (--0प्त) में 
त्तर दिखाते हैं। प्रस्तुत अध्ययन में 2 प्राथमिक - 08 समूह वाले ग्लइकाल की 2% सान्‍्द्रता के 


साथ स्ट्रेपोटमाइसिन का अधिकतम अवशोषरण' देखा गया । इस अवशोषणा के साथ यह देखा गया कि 
जड़ों की वृद्धि अवरुद्ध हो गई और उनमें बंकन झा गया। | 
जड़वृद्धि का अवरोध आनुवंशिक कोड (००१७) के त्रुटिपूर्ण पड़ने के कारण हो सकता है । 


यह मी सूचित है?“ ग्ग कि स्ट्रेप्टोमाइसिन क्लोरोप्लास्ट का अ्रवरोधक है। प्रोटीन संश्लेषण मो प्रभावित 
हो सकता है। का 


हे 
॒ ध् है 
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निष्कर्षत: यह कहा जा सकता है कि स्ट्रेप्टोमाइसित की क्रिया उच्चतर पौदों के साथ वसी ही 


होती है जेसी कि विभिन्न जीवाणुओं तथा नीजहरित शवालों के साथ । 


विव्कण, 
ख् 


9० +0० 9 ए # ४ (२ 


च्छ 


सिमममके 
2 ४० 


4. 
2. 


3. 
4, 
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षि-क्लोरो पैराक्लोरो ऐसेटऐेनिलाइड के पुनविन्यास पर आयनिक 
तोब्नता का प्रभाव-] 
एम० एम० म्हाला, एम० डी० पटवर्धन, एस० डी० शर्मा तथा बी० के० गुप्ता 


रसायन विभाग, शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, शिवपुरी 
[प्राप्त --जनव री 8, 976] 
सारांश 


-क्लोरो परा क्लोरों ऐसेटरोनिलाइड के पुनविन्यास के दर स्थिरांक हाइड्रोवलोरिक एवं 
सल्फ्यूरिक अम्लों की सांद्रता के बढ़ाने से बढ़ते हैं। श्रायनिक तीक्ता के प्रमाव के अध्ययन के आधार 
पर इस अभिक्रिया में ग्रम्ल उत्प्रेरण की प्रभाविता 2४-क्लोरों पैरा ताइट्रो ऐसेट ऐनिलाइड से अधिक पाई 
गई । डेबाई-हुकेल समीकरण से पूर्ण अभिक्रिया में अम्ल उल्प्नेरित दरों का योगदान अभ्रधिक तथा 
उदासीन दरों का योगदान उपेक्षणीय पाया गया । जुकर-हेमेट परिकल्पना, बुनेट तथा आहँनियस प्राचल 
से अभिक्रिया द्वि-अणुक पाई गई । 


308४9 ८: 


एरल्छि णी १०फ्रॉट ॥#एशाएएी ०00 फ€ एश्श्ााक्राएशआशा 07 बि-दोा0/0०-9-ोॉ00 ३टथ४थआि॥66, ?शञआए 
पर, 89 ५, ७, 0७॥४9, '(, ॥0. ?809470॥98॥, 9. /0. 84774 270 8. ॥6., ("०एछ9, 726एथगयगशाई 
० (॥6मांआएए, (0एशफराआलए 2098 2720746 (0॥626, #शाए्फुणएं (0, 7). 


पुफ्ल 728 0 ल्याक्ाश्ध्यादां 0 7-का0त0 ए-का0080687798 पाटा886 ज्ञात ॥- 
6882८ 0 ०07ल्‍द#आ/ब7070 ० 79क्‍970"0700 870 5प्रीए)प्राव5 8208. 00 (॥6 04893 ० डंप्रदा85 
0 0706 इ०शाशाए शीट, पा लीडिएाएट7255 णी 8०0 स्व फ्ई5 0 ॥त5ड 7688007 ए8 0एवें 
६0 9286 गरागणार सिक्या 93 7-00 ऊ>प्रा70 इट्टाक्ा]906, शत 786 ॥09 ० 2609796९-906८ट] 
ल्वुपक्ांगा ग्र गाल 0एशाबो 764८07 ॥6 607779प0॥ ती बए॑ंठद 02 ाए४९० 7865 ए85 706 बात 
+086 07 706प्र/व 865४ ०७5 76श॥2006.. टप्ट॑श-मनिग्यशला #एछएछगील्आ5, फिप्रगराढा 370 37- 
7॥67प5 एक्षाा878685 3809 9706०प्रॉद्या पर्षपरा'.86 ० 768007, 


४-क्लोरों ऐसेटएनेलाइड का पुनविन्यास जलीय एवं निर्जेलीय माध्यम में हाइड्रोक्लोरिक 
(विशिष्ट उत्प्रेरक), सल्फ्यूरिक एवं नाइट्रिक अम्ल की उपस्थिति में होता है आर्थो तथा पेरा क्लोरो ऐसेट 
57९ 8 


254 एम० एम० म्हाला, एम० डी० पटवर्घन, एस० डी० शर्मा तथा बी० के० गुप्ता 


ऐनिलाइड बनते हैं। /४-क्नोरो पैरा नाइट्रो ऐसेटऐनिज्ञाइड में अम्ज़ उत्प्रेरण की प्रमाविता नाइट्रो मुलक 
के ऋणात्मक प्रेरक स्वभाव के कारण ए-क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड की तुलना में अधिक पाई गई । 
प्रस्तुत शोध-पत्र में ,४-क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड में परा श्थिति में क्लोरीन का शअ्रम्ल उत्प्ररण की प्रवृत्ति 


पर प्रभाव का भ्रध्यपन किया गया है और प्राप्त परिणामों की विवेचना की गई है । 


प्रयोगात्मक 


४/-क्लोरो पैरा क्लोरो ऐसेटऐनेलाइड को परा क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड तथा सोडियम हाइपो- 
क्लोराइट से बताया गया और उसका पुनः क्रिस्टलन लाइट पेट्रोलियम तथा क्लोरोफार्म से किया गया। 


सारणी 7 


-कलोरो पैरा क्‍्लोरों ऐसेट ऐनिलाइड का हाइड्रोक्लोरिक तथा 
सल्फ्यूरिक अम्ल में क्रमशः 30" और 40? पर पुनविन्यास 


पलक कल “न टलननतिलानतीनननननका + अथ- तह नक ऊना न फरत३॥ह 4 ३08 8५७५७५॥७४७७७३-.हन-+- १०/४नतकक न्‍न्‍वत २५१४९: उसककनक » »2० <५ जल 4०० लात ।अलभत ता फरशरनाप फंकआाजतकषरा कया ०७॥/०।४५३/++क,, 





[४] परे क्षित परिकलित........ प्रेत _परिकलित 
0भूट्‌ सेंकड/ 08 7 सेंकड-? [७]. 0 पट सेंकड/ 006 सेकड"ं 
छा अम्ल उस्नेरित उदासीन छ,50, ग्रम्ल उत्प्रेरित. उदासीन 
0. .5 28... 05 0.] 0.24 0,06 0.0] 
0.2 3.3 4.4 दे 0.3 0.28 0.]7 0.02 
0.3 8.3 9.0 हु 0.5 0.42 0.26 0.04 
0.4 [.6 ]2.6 हे .0 0.62 0.42 0.]8 
0.5 8.7 6.] गा .5 0.83 0.50 0.8 
"८ ]8.0 
0.6 23.0 9.8 ध 2.0 0.89 0.53 3.4 
0.7 27.0 8 मी 5 ].34 0.53 ].47 
0.8 36.8 28.3 ५) 3.0 .57 0.50 64.5 
.0.. 44.4 38.0 3.5 पा 3४ 
[.5.. 45.4 65.4. ,, 4.0 2.96 हर घे 
4.5 4.0 न _ 
5.0 5.26 हा हा 
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प्रेक्षित सक्रिय % क्लोरीन-८- 34.5 
परिकलित सक्रिय % क्लोरीन-८८34.8 


प्रक्रि।: पुनविन्यास के दरों को पूर्व विधि के अनुसार निकाला गया£। पूर्ण कार्य में यौगिक 
सान्द्रता 0.0005 रखी गई । 


प्रिशाम तथा विवेचना 


!४-क्लोरो पैरा क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड के पुनविन्यास अभिक्रिया के दर स्थिरांक ([0% ऐसिटिक 
अम्ल) हाइड्रोवलोरिक अम्ल तथा सल्पयूरिक अस्‍्लों की सान्द्रता के बढाने से बढ्ते हैं (सारणी ) । 
अस्लों में इस वृद्धि का कारण ज्ञात करने के लिए इस अभिक्रिया का विभिन्न स्थिर आयनिक तीब्रताओं 
पर अध्ययन किया गया । आयनिक तीब्रताएँ हाइड्रोक्लोरिक तथा सत्फ्यूरिक अ्रम्लों में क्रश: लिथियम 
क्लोराइड तथा लिथियम सल्फेट की उचित तथा आ्रावश्यक मात्रा से स्थिर रखी गई । इस अध्ययन से प्राप्त 
आऑकडों को चित्र 4 तथा 2 में दर्शाया गया है तथा उनसे निष्कर्ष निकाले गये। 


(अ) अम्ल उत्प्रेरित दरें आयनिक तीब्रताओं के प्रभाव पर निर्भर हैं क्योंकि प्रत्येक आयनिक 
तीव्रता पर अम्न की सान्द्रता की वृद्धि के साथ पुनविन्यास्त की दरें बढ़ती हैं। 


&८०0, ८#॥/ 0७०४ 5६7 |॥२८३7६५ हम रा 


। (२८७ है ४ 4८ फल्ट्न्च 
७ दए#०।हकपा /- । 37 2)8+ ६४ (2. 6२879 घछऋाा “5४% एफ7)»।0 | 


हे ५८८- 
| ' सह ७ ५5६#एछण |/- ०-5७।७१.॥ 7०० 
८ 40 %।०७7 ॥४८८7 3 के 
| डे 0 आ४ ८७2७0 २0० दार#0६७7.. 5 0-465]06% 7 
40 
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डर & 
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| 2 ॥ 
[ 
। 27 2222 । 
4 बे 
2८6: 
। प्र 
न्‍ है 0) 
/#7 ७४8. | (04) ८६ ॥ - (५) ४२504 | 
हुए श्छ 4 ०0 * न्छ | 
चित्र ! चित्र 2 


'४-क्लोरो पैरा क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड पर में 'भ-कक्‍लोरो पैरा क्लोरों ऐसेटऐेनिलाइड पर 
परट]-/70 में आयनिक तीब्रता का प्रभाव छ,50,-॥,$0, में ग्रायनिक तीब्रता का प्रभाव 
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(ब) लिथियम क्लोराइड-हाइड्रोक्लोरिक अम्ल में अम्ल' उत्प्रेरित दरें घनात्मक लवण प्रभाव 
को ग्रहण करने की योग्यता रखती हैं क्योंकि श्रायनिक तीब्रता में वृद्धि होती है. जबकि लिथियम सल्फेट 
सल्फ्यूरिक अम्ल में इसके विपरीत परिणाम मिले हैं । 


(स) उदासीन दरों का योगदान उपेश्नणीय है । 


अम्ल उत्प्रेरित एवं उदासीन दरों का परिकलन प्रत्येक अम्लीय सान्द्रता पर आयनिक तीब्रता के 
प्रभाव के अध्ययन से प्राप्त आँकडों से किया गया । इन परिक्रलित अम्न उत्प्रेरित एवं उदासीन दरों का 
योग प्रयोग से प्रेक्षित दरों के अ्रनुकुल पाया गया (सारणी ), किन्तु लिथियम सल्फंट-सल्फ्यू रिक अम्ल में 
परिकलित दरों का योग प्रेक्षित दरों से अधिक रहा । 


जूकर-हेमेट परिकल्पना) से इस अभिक्षिया में जल के श्रणु की द्वि-अण॒क न्यूक्लिओफिलिक क्रिया 
बताता है! यही निष्कर्ष बुनेट-प्राचल/ से प्राप्त ढलानों के आधार पर निकाला गया। कुछ घनायनों 
(7, [(+, ७४) की उपस्थिति में पुनविन्यास की दरों में उनकी आयनिक त्रिज्याश्रों के बढ़ते क्रमानुसार 
वृद्धि होती है। इसका कारण संभवत: /-क्वारों पेरा नाइट्रो ऐनेलाइड में दिये गये विवेचन के समान 


होता है? । 


पुनविन्यास की दरें हाइड्रोंक्लो रिक तथा सल्फ्यूरिक अम्लों में चार विभिन्न तापों पर 25%-. 60" 
में निकाली गई। परास दरों के लाग तथा /6 के प्रारेशव से प्राप्त सक्रियण ऊर्जा, एन्द्रापी तथा श्रावृति 
गरुणक (साएणी !) भी इप अशिक्रिया की द्वि-अणुक प्रवृति को आधार देते हैं) । ड्यूटीरियम प्रॉक्साइड 
में पुरविन्यास की दर वहुत कम मात्रा में घटती है ((0,0/ए प,0 <]), यह मंद प्रोटान अभिगमन 
घटाता है।४४ | 


१“क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड में पेरा स्थिति में नाइट्रो मूलक अम्ल' उत्प्रेरण की प्रभाविता को उसके 
ऋतषणात्मक प्रेरक स्वभाव के कारण बताता है। किन्तु पैरा स्थिति में क्लोगीन के कारण अम्ल उत्प्रेरण 
प्रभावित नाइट्रो मुलक की उपस्थिति से भी अधिक हो जाती है। (लिथियम सल्फेंट- सत्फ्यू रिक अम्ल 
तथा लिथियम क्लोराइड-हाड़्रोक्तोरिक अम्ल में आपेक्षिक अम्न उत्प्रेरित दरें क्रमशः 28. ,८0* सेंकड-! 
तथा 07.6 /८04 सेंकड”) इस अम्ल उत्प्रे रण प्रमाविता में वृद्धि का कारण क्जो रीन का घनात्मक मेसोमरी 
प्रभाव है जिसके कारण नाइट्रोजन पर प्रोटानीकरण तथा ]५-८] बंध से क्लोरीन का ८।+ के रूप में 
निकलना समक्षरणिक होता है । 


'प-क्लोरो परा क्ोरो ऐसेटऐनिलाइड के पुनविन्यास से अन्तिम उत्पाद 2 : 4 ऐसेटऐनिलाइड 
प्राप्त किया गया । उक्त विवेचन के आधार पर /४-क्लोरो पैरा क्लोरो ऐसेटऐनिलाइड में श्रम्ल उत्प्रेरित 
एवं उदासीन पुनविन्यास की क्रियाविधि //क्लोरो पैरानाइट्रो ऐसेटऐेनिलाइड के पुनविन्यास की 
क्रियाविधि के समान प्रस्तावित की जा सकती है?! । द 


क्लोरो पेराक्लोरो ऐसेटऐनिलाइड के पुनविन्यास पर आयनिक तीक्ता का प्रभाव वा 257 
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इस प्रपत्र के लेखक प्राचाये श्री ए० के० मजुमदार तथा डा० दयालसिंह, अध्यक्ष रसायन विभाग, 


शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय शिवपुरी, के प्रति अभारी हैं जिन्होंने इस कार्य में सभी सुविधाएँ 
प्रदान की । 
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[ प्राप्त--दिसम्बर 9, 975 | 


सारांश 


वह 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य सावीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदों एवं कई चरों में हाइपरज्यामितीय 
श्रेणी के लिये कुछ एकेकी जनक फलन प्राप्त करना है। कतिपय संवद्ध विशिष्ट दशाओ्रों की भी व्याख्या 
की गई है । 


3059८ 


(शाशबातगाए जिटाणाड लि सशाबाा। एछणेशाण्रांबाड गा इशएशओं एथ्ांबो65. 27 0. 8. 
(88870, /22040॥78077 ० ०7083, (50४०७४767 80९0706 (४0!8822८, 7२९०/७. 


6 ए76867/0 79896, 8076 जाप्रर्क्षा इच्मशावाएश प्िरशाताड 07 068 ए९०एशध22त0ं 
छजु>९०0760णे९० एछ0ए7०फाब[5 800 ए99९०2९00767]0 8९85 ॥) इधफशवा शक्वा8008 99768 2९९7 
883/2]576९06., 8076 ॥7%#68४8 एथाएएपाॉधा' 28525 766ए870/0 40 [6 97686४. त807580॥ 78ए6 
380 960॥ शॉट. 


4. विषय प्रवेश 


बहुपद समुच्चयों के अध्ययन में जनक फलतों का महत्वपूर्ण हाथ है । प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य 
सार्वक्ृत हाइपरज्यामितीय बहुपदों एवं कई चरों में हाइपरज्यामितीय श्रेणी के लिये कुछ एकेकी जनक 
फलन प्राप्त करना है। सूत्रों में भ्राये फलनों की सार्वीक्षित प्रकृति के कारण यहाँ पर सिद्ध किये गये फलों 
के माध्यम से हम कई ज्ञात फलनों की रोचक एकात्मकता प्राप्त होती है | इनमें से कुछ रोचक विशिष्ट 
दशाओं की विवेचना की जावेगी । 


कई फलनों वाला सार्वक्षेित लारिसिेला फलन श्रीवास्तव तथा डाउस्टा') के कारण है और 
समिका (-) द्वारा परिभाषित है : 
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रा : 27, «800 [(४) : ०, .... 0४ | (6): 5% 5 7 [(800) ; ४]; 
आज कलम ॥ (6) 20 58 22200 272: 4 225 8 * (४००७) : 87/]; 29 ***७ ०५| (4") 


कक व 


॥777 है ॥ ७ 5७ 


| ं 7) 86 ४? । 
हि (६,, 0 पी ०-० 777%0| | (2; (7४% ,) बे 


0७00/४७७७७७/७४/७७/७७७ «वर एए७८//शशशशशश भा अली न लि 
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है १ ॥ 
शा (8 है 323 77४९; ) 5५ के 





/(4 
>< को, 
000) (४) 0). गत * १ 
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रा 


जहाँ समस्त 6, ५, 6 तथा $& धन अचर हैं। सुविधा हेतु 4 प्राचलों के अनुक्रम ८,, ..., ८, को (८) 
हा () 9). सा 
द्वारा, प्राचलों के समुच्चय 0, , --.. 0/(,,) /ौ7१, -.., # को 200 द्वारा संक्षेपणा किया गया है। (८) तथा 


(४५०) भी ऐसे ही द्योतन करेगा, (७, %) -पोच्छामर सकेत हैं जिसे 


7(७+ #) । हि यदि #%--0 


30 0 07 ता (-2) 


५(०--)...(०--#7--), यदि #८"-, 2, 2, 3, ... 
द्वारा परिभाषित किया जाता है । 

उपयुक्त लेखकों ने अपने परवर्ती प्रपत्र? में बहुक श्रेणी (!-]) के अभिसरण प्रतिबन्धों की विवेचना 
की है । 

2. निम्नलिखित पर विचार करें 


( --४)7४ फ्ँ 27, ««-, 800) [» हे (87) के 9]; मा [(20४)) * (0४ |; 
“7४६४, -, 00) | ._- [(४) : 9]; ...; [(८७०७) : 800]; 


7 25 परम लील अकीउइक 22 “7 <2/7 
(४ 4०४ |-ह४ यू 
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दै ., हे, (१) (१) 7 
040) 5 (009७7 (00 कक, है. हे 
रा न च्प वि है हे 
च्प्ट ा+-+-+-+>त+>....03032........म कक 
7074, ***, 2॥7)/50 (१) (५९) उन्नि का [ 


गा को 
नि 6 0 602 50, 


2(0%+३)  (%+7) (१+-3) 
(१-+-2४.,, 44...) एप (0, 9 72..4९ ; ) व 


>( (| --४)-(0+२४१) है ज-++-+--तततन... 
माप] 5००५ 70 2077 (१/+१) (१/+7) 


7. +>77)9+0  )... 





4७0७७. मजपनिकिकीललिलीब 


शत 


कतिपय बहुपदों के जनक फलन 

















26] 
४४ (8770, #५ 770) /--29+47।  >क ( 72% 7१7४ 
'ह --४ 4 [ [--४ ) ग 
207) 77)+ : ा- 0 ! 
(॥) () 
का ः 
जहा सुविधा हेतु हमने ॥/,,--१४३---..--१४,, एवं 4449-97 78.,++ --- +7#8५ मौन लिया । अन्तिम पंक्ति 
में, जो 
580%+0, ---, 5000 | 0 4 ॥४., : [(9(/+7)) : ७0०+०।: ...; 
१4ही; 9 5०१७ 
(|--४) (१+१४०),) #'. . 20(%+3) 202 | _..: [(४०+ ; 80+70]; रा | 
[(80४) 9 0४)] -2,/+4 | --2,/ 7 
[०७७ ; 8099; ै-४ / 72? |-४ | 
के तुल्य है, हम श्रीवास्तव// के निम्नलिखित ज्ञात सत्र का प्रयोग करेंगे 
(मटका एटा । (6) : क]; "व (6५) : ढक]; >य7 शा 
गा 2 ७ 7 [>7 (वा): 87]; ...; [(४फ%) : 8४; नह "४ वुत्त 
ही (2*) 


(», ४) ,., जी) । एय : (2) : 4") ...: [(५%) : ढ५)]; 
हा] > (२ 200, «०, »# | _ : [(४) : ७"; ...; [(४४०) : 8%9)]; 533 * ह «| हे 
निम्नांकित प्रधान फल उपलब्ध होता है: 


(0') : $"); ...; [8००) : $००]; 
: (४) * 87] 20005 [(४४०) ध 007०]; 


काफी सरलीकरण के पश्चात भें 
[ 


न ॥(7४) 
([--/)7* /? | ! 


ि (72) 
“६ ४१, »««, 





सा पा 20४ ; 
व हा आ 6 हु ]._..[* ]..7 . ्‌ | (2 2) 
० ()५ ४) पं 20, १०५५ 77 [2-- ४ : [(७) : ७]; ...; [((70०) : $०”]; 
न्‍त ०» “एणर ४._.ै 0, -, ४2? ही 2 ( ३ &825०३४0 
(०0 हर है “4 (४) : 8]; ...; (४००) : 800]; 
हा के / 0(%+%3), «०, 809 / .... 5 [(8(7+४) (9 (2/+3)] है आय [(80) ) * (॥)] | 
2 कहता," 20०. |: [द्वतता) ; 804]; ...; (0) : 8०णु;... टिक ०ाउ 2 


बशते कि |7|<[ तथा 








हक कं गण नत -०७ 73 अच्याना, ७ # उपयुक्त रीति से 
प्रतिबंधित हैं जिससे (2-2) में निहित श्रेणी या तो पूर्णतया भ्रभिसारी है या समाप्त हो जाती है । 





स्पष्ट है कि सत्र (2.2) में कई रोचक फल निहित हैं। इसकी कतिपय दशाओं की विवेचना को 
सपविधाजनक बनाने के लिये हम समस्त ७८-5४ को चुनते हैं जिससे (2-2) अगे दिया रूप घारण 


कर लेता है । 


४5 9 
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262 
। / (9) | 
है ; (88)3 **5 (92(७)): ५ नि हे ' 
_.)-)५ _70») ना 2 200: लव 75 
(।--7)7* ## व मिल हु जब (2-3) 


-६ (4,,); --3 (%/00)5 


न ! (१) 
अत 2+ : (0५/); «४ (0५७))१ 
दा 2 70) 203 ४०३३ आफ 
अ0 ! 33 028 
्ः (4,,,); ***) (4,,(.,)); 
(%#+ ३) ५ (2) 
“74 (0४(/+)8 ***? (0५(७)); 
)८ 70७7-70 है “' 5, 
(१/+ 4) (॥४) 


“4 (6,/३+7)3 ***3 (८,,(७)) 


बशरतें कि | / |<, 3; 2:-, लेकिन यदि 8/5505, -74, --७ ० तो 





कि हो कर 50 दत डक है र लि < ] 
ण्ण् तर ++ पं जब स्‍ल् पाप है 








ने की सं नि है ४५ ५ दि 
चरों की संख्या बताने के लिये शीर्षाक्षर » तथा #--% लिखें गये हूं, (०, (0) की अथ है 8०) बआबलो के 


रे 2! हर (॥;) रे 
अनुक्रम 0, + *७ “/09) को संक्षेप करना और इसी प्रकार से (4,,.)) ६ कस) "उमा के लिये भी । 
(:) तथा (;) (6, #-+- न हक) पैथा (8, का) “७ पीक्ष /4) हे एव है । रिक्त गुणनफल्न को 


इकाई माना गया है और यही व्याख्या समस्त शोधपत्र में वनाई रखी जावेगी । 


निस्सन्देह सूत्र (2:3) को निम्नलिखित दो महत्वपूर्ण फनों [4, 9. 79 (2-8) 8४0 9. 86 (4: 0] 
के एकीकृत रूप में देखा जा सकता है । 


/ (१) 
>ै (( 29); "3 (280)): 
--/7)-" #५9) व रे 
को ली टिक (2-4) 


५ (१) 
नाई (4,,)3 --3 (4७8०२ 
| 


| डे । (9) 
गेनाटो : (8७/); ---३ (290)): 


ञः (000 4 (१) 
का | कक ः 
। : (40,); ---; (45७)): 
बशर्तें कि. 785. | 7 अमित जि डा, | / [<<, 
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तथा 
। (/) 
/ ; (8%,) * (29४(३)) थ्र्ा --2;; 7 
3 ह विलिकत- मक 
(( --/) (/८) , हा [_/ $ «०००9७ [--४ 
रह (ध,,, ) * (4, ६) 





(2०) 





* (2) । 
“यर : (88,); -३3 (2४४३)): 
23 299७5 है के 
ै (2) 
ह : (ध५,); -..; (४५ ()): 


न हम | / |<. 





पुनश्च (23) में 2/+-2, 2४-50, .-., 2४-१7२0, 2५55४ रखने पर 


है ६ (88)3 (08१); 
(]--7)-" #(») मर  इाए. 7 सिर (2-6) 
7: (4५); (4७०); 


पं, हे ४8 

४; पु , (89४०) गन ध +7४, (89); नि 

हल हवाओं ५ ' 03 कि 
(4%५): 


प्राप्त होता है जो सूत्र [5, 0. 228 ()] है । 

यहाँ यह इंगित करनों आसंगिक होगा कि सूत्र (2-4), (2:5) तथा (2:6) को ग्रागे भी कई जनक 
फलनों में विशिष्टीकृत किया जा सकता है | 

3, इस अनुभाग में फल (2-3) का उपयोग सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदों तथा कई चरों 
में हाइपरज्यामितीय श्रेणी के लिये कतिपय एककी जनक फलन प्राप्त करने के लिये किया जावेगा । 

हम झनेक चरों में जेकोबी, लागेर तथा हरमाइट बहुपदों को निम्न प्रकार से परिभाषित 


करते हैं 
; छः विन ; ५०० 0.3 (3/:-72) 
| 


([-2%,; ...; [--2<:) (3"4) 


43 ((+०३, |) 
श्ब्ण्, 


हा | क्‍ (॥;) | रे ।--० + 2; ०; -+०४+/3/; रे | े 
.... (४26 का 


- 5: [+०३; ...) [+०%६; 
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| [# ]3 **«०३ दर दि ) 


2 (00०४२४००५:) (3'2) 
7 (।--०३, |) 
य्ल्ग् (/)2 
हलक हे (,.. (--#, [--०३, --., [--०५; ४५, ---७ 2४); 
(50% 00:४७ 7) (3'3) 
(--)#(29)! . , (४) ॥॒ 2 2 
तन ४! 2६ (सता 3३ 3४४ 83 हक २२०७ ९); 
तथा । 
टीम] (23; हक 5 2८%) द द (3*4) 
(--)626 &, .. ७४ (20--) |], ४ै) ह के | 
ब्य्य्य निऊड न लिया 3 |, ( “>77५ छठ ५०५३ रु 4 टॉप दी >*.) ५ 


(0) (०) न (६) (४) 
जहाँ /, लारिसेला प्रथम फलन है और ४, कई चरों वाले /”, (श्रथवा ४, ) [[, 0. 385] का 
संगमी रूप है । 


उपर्युक्त सार्वीकरण पराशरा एवं जैन तथा देव/थ द्वारा दी गई परिभाषाओ्रों से जो दो चरों के 
लिये हैं, मेल खाता है । 


उपयुक्त परिभाषाग्रों के परिप्रेक्ष्य में हम (2-3) से कई चरों वाले बड़पदों के लिम्त लिखिव एककी 
जनक फलन लिख सकते हैं । 


हो हो ही [" ४ 0फ 5 28 +गरन+; ---; 7+५/--8;; 
4 “44; ...; 4; [--०॥; .-.; [--०४; 


9 रे 9. ७क# िीकड /अ कल +ानकआा3 पे आय ( [ >८..) ५ (्‌ 
कलह हा वा 2 तय ७0 चलता | 3-5) 


(४ धनु 
हर (+, ४)(४! 72795: 83-॥ १-१ ०८५ (3-४४) 


प हे (37% >९०७ > 
72००0 ही ( - ०५४, /४) | 
पूष्ण्ण, 


अन्‍ननन्‍नन, 
अलननरननकक, 


4, का क्र क़् डा 8३०७३ 2) 7; 
कल. 2 */ ५ ३] छ 4.,; 
(१/+६) 


( “०० (५ (3; ०5 ब्ग्०्> 4,,, न०॥, सा । -०५; 


24 कम बम लक कु अजअ ३ ० मो लाकर ) (3:6) 
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० (7). 07 7 (८ ०७ ०॥.) (9) 
कक 24222 आह हे है (०03) 225 220) (१५ 


मन 


व ( [ कह 6.0, # ) 
2 । 


(थे धा 6 3 ध्‌ ३ ७७० % 


42 
2] 29 बा 
4 के "० के पटक ४० पक पाया! “४ पत्य) 





(१+४:) 
(]--7)7* #, (१; 40, 5८ 


(--)%), #) 


(१) 
(20)! 3;) (४. (है-+-श३ थ॑,, ..., 


बेल २८ 


!॥2 550 


4५, (२५ ++७ 230 


तथा 


2 
नाओव 
दर षृ 44% 4 





> (>/न+/४2 / 
2६ 20...2८:(]-7)70 ४, (है; 4, -- 00 035 


- )7(), ? 
( 2 (/ ?) 790+4 (>2८१, «००५३ 


0 लक) हक 


(१) 
30) 2 (२+॥३ 4, --+ 


विशिष्ट दशाय 


फल (3-6) में ४ के स्थान पर नर रखते और »->०० होने पर 


आशा मम 2 आल 0 । 
0“ 4 कक 8 ॥ | 0< ॥ 7 | 


०० (0!)677 (८८, -*५ ५६) 
बल पणएणणएणएए ध्दा (303 ***३ 


2५) /”, 
॥०0. . 

7 (--०५, ४) 

कृम्प्ण री 


जो 2 (2-2) में का सार्वीकरण है । 


व 
(7) (3-8) तथा (39) में / के स्थान पर ञ रखने और »->०० होने पर 


( 


हा 4 [0058 (2-2; 7)] सिजनन तो 7५% (2, «०००9 2.) ह47; 


( 


७ पा [आंत (22८27)] टा्जा का पका (06% 5007 १ 


जो < में वास्तव में सूत्र (2:6) के तथा (2-7) के सार्वीकरण हैं । 


४5४ 23% 3०४ 


दर > ) हट; 


आज जा पक 


४5 25)% 07५ 


265 


ही 58 22 


(3-7) 


ना ओ ई 


जुर्ड 


(3-8) 


(3-3) 


(3-0) 


(3-) 
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(0) सीमान्तकारी दशा ७5७४, 5५5०७, ४४-२0, ..., 2-२0 में (3:5), (3-6), (3-7) एवं (3-8) 
से दो चरों वाले बहुपदों के एककी जनक फलन मिलते हैं जब कि &, ७, ४,->0, ..., ४->0 से ये ही 
एक चर वाले बहुपदों के एककी जनक सम्बन्ध प्रदान करते हैं । 


(9) स्पष्ट है कि एकेकी जनक फलन कई चरों वाले बहुपदों के लिये सरल जनक फलनों में 
समानीत हो सकते हैं जिनसे चलकर हमे एक तथा दो चरों में 2» ४ हाइपरज्यामितीय बहुपदों के ज्ञात 
जनक फलन प्राप्त हो सकते हैं । 

कृतज्ञता-ज्ञापन 


लखक डा० आर० सी० वर्मा का शत्यन्त आभारी है जिन्होंने इस प्रपत्र की तैयारी में अमूल्य 
मार्गदर्शन किया । 


निर्देश 
!... एडेल्यी, ए०, 78068 ० एव्ड्ाशं एद्याईणाा3, भाग ।, मेकग्राहिल न्यूयार्क, 954, 


2. जेन, आर० एन० तथा देव, सी० के०, रिसर्च जनं० साइंस इंदौर विश्वविद्यालय, ! 972, 7, 
7-25 


पाराशर, बी० पी०, प्रोसी० नेश० एके० साइं० इंडिया, ] 967, 37, 4-48 
श्रीवास्तव, एच० एम०, (पायल, ४७॥. एप. 5६. ?४ण॥, 4972,४5४.-], 73-99. 
वही, प॥8 )(८॥8003 506०॥६, 972, हर, 225-230. 


ली ह.. >कि> "8 


श्रीवास्तव, एच० एम० तथा डाउस्ट, एम० सी०, ]९८१०१., ७॥८82. ७०7४०, 70०, 969, 
6 72, 47082. १४४॥॥., 3, 449-457. 


४. वही, ७६६४. )९७०४7., 972, 53, 5-59. 


४|73723 ?97]5306 /।7॥053॥0॥ 370 ?730॥75 
४०. ॥9, ५०. 3, |५४ ॥976, 79865, 267-272. 


एछा-फलन के कतिपथ तत्समक 


परमानन्द आनंदानों 
गरिणत विभाग, झोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


[प्राप्त--जून 26, 976| 
सारांश 


इस शोध-पत्र का उद्देश्य फाक्स के आ-फलन के लिये तत्समक ([6०॥088$) स्थापित करना है । 
ऐसा विश्वास है कि प्रस्तुत परिणाम नये हैं । 
309४7 4८ 


8076 तलाएंत०5 [० ल-फिलांणा,. 27 7. &॥ब70697, ॥9०फध/77०7 ० /६॥९०॥००05, 
/००० ४४४४०॥ 'शि७9०098]899, 3099). 


ग्‌प९ 09]००६ ० 6 एा०्था। 92787 80 €४8०॥87 80776 |व60॥068 ई07 05758 ल-#प्रा0- 
(070. 706 ॥९8ए० 27७ 92007८0 (0 06 ग6फ़. 


. आ-फलन फाक्स “ द्वारा प्रस्तुत किया गयए है। उसकी सत्यता के प्रतिबंधों, उपगामी- 
प्रसारों (४8ण00080 ०ा०क्वाआंणा3) तथा वेश्लेषिक संतता की विवेचना ब्राकस्मा 7 द्वारा की गयी 
है । ब्राकस्मा (प० 489-24) द्वारा दी गयी परिभाषा के आधार पर इसे निम्नलिखित रूप में अभिव्यक्त 


किया जा सकता है : 


हाट 807, गेट हल 


[| 7७/-8) 77 7(-०+ व) 
रो, हा 





ह। 

0)क्‍“---- हु 
7 7(॥-छ+9%) 7 7(ण-वाओ) 
उल्य+) नख्पाकओ 


तथा ((०७७, ०/७)) प्राचलों के समुच्चय (,, ०), -७ (4५3 ०५) को निरूपित करता है । 
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उपर्युक्त | परिभाषा के आधार पर हमने #-फलन के लिए कुछ तत्समक स्थापित किये हैं । 
प्र.फलन के प्राचलों के विशिष्टीकरण से नये तत्समकों के सभथ ज्ञात तत्समक विशिष्ट दशा के रूप में 
प्राप्त किये जा सकते हैं । 


प्रस्तुत शोध पत्र के परिणाम तभी सही हैं जब 
ध्‌ ध्‌ 
हर ५) (८[)>>0, 


॥3 है 77 ५ 
०» (०))-< (०))+< (8]))-<_ (8)5:४->0 
॥+ 3. 3 :+_ 


तथा | शाह 2 [पुकृश 
2. प्रथम सम्बंध क्‍ 
हाट 6, 8) 0६५ ७.० 
7७-24 8,8 
न व 600] 





उपपत्ति 


बांई शोर प्न-फलन को (.) की दृष्टि से अभिव्यक्त करके 
“पक 507-+0) 700) (2.2) 
“(/८--) (४9) -|-४/४ 2(] --॥७) 
के उपयोग से तथा दूसरे समाकल में ४ के स्थान पर ४--] रखने पर और पुनः (.) का उपयोग करने पर 
हमें दाहिना पक्ष प्राप्त होता है । 
द्वितीय सम्बंध 


77+343 !+-7 (., /), ((५५, 0. ))५ (/:, 9)] 
2#+7५ 4 | के (/८-+4, 9), (७, 820):  :4 3) 


2 हा गना | (4, £) १ (०५, ०७)) 
८५, 4 |  ((9५ 8५) | 


__ 2 पागल बना (४, 8), ((०/-+ ०७, ०७)) 
ग्ट् ( /+], ४ | हे (22-9५, /4)) | 
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उपपत्ति 


ऊपर लिखी विधि के अनुसार ही आगे बढ़ने पर तथा (2.2) के स्थान पर 


4 (॥४) :((४-- ] -- ४७ 7०! 
है (४ --- 9६ ) ३ 5) न (८ “5 ) रे (/5) क्‍ (2.4) 


का उपयोग करने पर परिणाम सरलता से स्थापित किया जा सकता है । 
तृतीय सम्बंध 


ह 2 (3 8), -- ०), ((०५, ०॥)) 
(7! /४ | ५; |(( १ /9 ) ५९८/५ ०५ | 
(४, [ता (04५ /9)/5 (7५ ०) 


77 /+7 | 7”अ ( ४); । (६/, डा 
४ १ (६ | (0५ तर 20) 





॥१/१ /॥॥॥ 0 
ट्ट 8५, | 





(/, ॥), (] -|-०--/८, /), ((4/-7०५५ का 


[((00 ।+/0% /202), (५--/८, /7) (2.3) 


उपपत्ति : 


बाद और /-फलन को ([.) की दृष्टि से समोच्च, समाकल (00700 77्रध्ट्ठा॥) अभिव्यक्त 
करके, 
( /(॥३8) 7१ | | ८७) श 
/(। | & | ०७). (०४) 


जा ( 7 /(-- 43) कर 


7 ७ , 2 (॥८--०७) 2'(--/७) 
नम (॥0)-- लव 


4 (/७) 


के उपयोग करने तथा द्वितीय समाकल में & को »--] से बदलने एवं पुनः ध-फलन की परिभाषा 0.) 
का उपयोग करने पर हमें दाहिना पक्ष प्राप्त होता है । 
चतुर्थ सम्बंध द 
(727७ ९।। | 7 ( !, #) (4/५ ०/)) १ ( ह ६ (८, क ह (2.6) 
(/25 ६++ (/ 6.) | (0५5 90) | 


॥/९ ॥४ ५ ॥ ( , /), (4॥; %/)] 
का |4, 0 | 4(00५ £,)| 


॥, 7), ((4॥ 4 3, (]--0०--/८, /) 
कप कप त।. 7 (५ 70, (4५ 4०७ ०#))3 ( ” । (2.7) 
| ॥/2 “9 का । 2 | (७१-६५ /) (8५ +#% 7) 





(५ [0 
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उपपत्ति : 


उपर्युक्त विधि से आगे बढ़ने तथा (2.6) के स्थान पर 


६ 709) 7(४--०) __ ४ गा 
गा कक जप 08 00 


०७) 7 
ध् ( | हू 9) (68) 














० 4 (--/४3) (४ ०७) 


इक ४ आड 4 (-- ०--/८७) 


का उपयोग करने पर परिणाम आसानी से प्राप्त हो जाता है । 
पंचम सम्बंध 


(, #), (--, ४), (!--४, #), (-3/, ॥), (०७ ०५) (2.9 
2+-4, (+द कु 


((8% /9))> (--3/, #), (!--/८, /9) 


77775 ([, ॥), (--/, 8), (--#, /2), (०, ०७)) 
५.3, 4+7 | (8५0, /4)); (/--/5, /) ह | 


__ 7-7 7777 8+3 | | (/ /), (] -+-- !॥) $ ( | “- /), 4 | ५, | 
#+93, (+7 (७५+/9, 8,)), (।+ 8--९, #) 


» 0777 #-4: 2 


उपपत्ति : 


बाई ओर #-फलन का समोच्च-समाकल निरूपित करते हुए, 


27 7(-- ॥& -#७) 
4 (३/८--/8) 
के उपयोग से तथा द्वितीय समाकल में ७ को ४-- से बदलने एवं #/-फलन की परिभाषा का पुन: उपयोग 
करने पर हमें दाहिना पक्ष प्राप्त होता है । 


--(//८-- 2//8) (2.0) 


इन्हीं आधारों पर निम्नांकित परिणाम आसानी से स्थापित किया जा सकता है : 
घष्ठम सम्बंध : 


207» शा | 2 


?+3, (+3 


(, ॥), (५५, ०/)), $/5, ४), (४ --7--, 0] 
(४, #), ($/:--१, /), (7, ४), ((£४,, /५)) ; 


गिन25 27 ([ /) (०५, ० ) (।--६ [, /) 
५4०, 4+9 । “| (६-0 8 (,00) (९५, 2) 


रा ग्रा+29 #+त (/॥, #), ((६/ ्ः 6५, ०/))) ? (॥+- (लि (, 7) 
27 4५.,, (+० | हर ((+-#, ॥), (7+-/५ #), (04+-/% /09)) 





फलन के कतिपय तत्समक 





27] 
सप्तम सम्बंध 
2 60 ॥7: ! पा ((4/५; |] [ 2 
#7 [5 | (0५ 80) हम 
_ पु पा प्रा ]++ _ क्र (/८, /), (६५५ | 
हे शा ४, “४ | की 2+3, ([+#३ 26 (#८, /), (8५५ 8५)) 
उपपत्ति : 


बाई ओर 2-फलन को समाकल के रूव में अभिव्यक्त कश्ने पर तथा 


7" प्रा 
(/६--/88) 2( --/८-- ४४) < का करत 


थांग्र 
_४ (6-४) 2(-/८+/४8)5 /नकुफजण इसन्क-छ 


प्+ हा (7(६ -“8) >(--/:--#8) (४ (४-४) नकल शी । 
एंव आ-फलन की परिभाषा (.) का उपयोग करने पर हमें दाहिना पक्ष प्राप्त हो जाता है। 
निर्देश 
ब्राक्‍समा, बी० एल० जें०, कास्पोज० मेथ०, 963, 45, 239-34]- 


एडेल्यी इत्यादि, छाहाणः पपथ्याउ०८०१थाश। कप्रालाणा5, भाग ।, सेकग्राहिल, न्‍्यूयार्क 953 
3. फाक्स सी०, द्रांजे० अमे० मेथ० सोसा, 96, 98, 395-429 


मिमरी, एम० ए०, ए०टापरशाठठ एछ47ंगा [ण 6-णिनांणा (प्रकाशनाधोन) 


४[737॥3 ?9/[5|30 #॥052॥06॥ 8॥ ?8६7|८७ 
४०!. ।9, 4०. 3, |४५, ।976, ? ०2९०५5273-276 


प्लेबेन-4-ऑल की त्रिविस समावयवताः 


एस० के० गुप्ता 
रसायनशास्त्र विभाग, शासकीय महाविद्यालय, शुजालपुर 
तथा 
एसम० एस० बोकाडिया 


विक्लम विश्वविद्यालय, उज्जेन 
[ प्राप्त--जनवरी 2, 976 ] 
सारांश 


0-सेथिल 4“ मेथाक्सी फ्लेवेन-4 ऑल युग्म (4-० ऑल एवम्‌ 4-8 झॉल) का क्रोमिक अम्ल 
द्वारा ऑक्सीकरण के तुलनात्मक अध्ययन करने से फ्लेवेन 4-० ऑल के चतुर्थ हाइड्राक्सिल समूह का 
क्वासी एक्सियल स्थान प्रमाणित हुआ । सम्बन्धित ऐसीटाक्सी फ्लेवेन के जल अपघटन के तुलनात्मक 
अ्रध्ययन द्वारा इस प्रमाण की पुष्टि की गई । 


47980942 


5९0९०-एाशाओबाए तीवीक्षपन्ना-4-0, 29 8. 7॥९, (0099, (00ए2८7एत (0व026, $7प्र[ुंध०0पा 
बात ७, ७. 800809, शॉतिशा एराएलआशओ, ए]किांए 


(07फशाव[ए९ ठांवा0ता कथाएं ० 6-79९070ए 4-7९ा059 44एव॥ 46 क्या 8 0] 99 ८70- 
रा 80०0० 2075 3 वृष्थचड्ग-9ड्बों 90श70॥7 7 पीह 7फ्रांण #एच/05ए शा0फ9 70 46 0. (०एा- 
एका47ए86 ४ए69 086 गज्क्ठफएशआंड 9 3०४०5शीबणशारड पितश' एागगगगल्त ६6 ए00ाएप्रशं०ा 
390पा 6 वष३8-85वां गरह्ाप्राठ 06 7५99700 27079 77 078 ]80ग6'- 


अवरक्त स्पेक्ट्रम, नाभिक्रीय-चम्बकीय-अनुनाद स्पेक्ट्रम तथा विशिष्ट समावयव बनाने की विधि 
द्वारा फ्लेवेन के चतुर्थ हाइड्राविसल समूह के विन्यास का निर्धारण किया जा चुका है, /* किन्तु रसायन 
गतिकी का उपयोग जो स्टेराइडों की समावयवता ज्ञात करने के लिए उपयोग में लाई गई है फ्लेवेन 
के चतुर्थ हाइड्राक्सिल समूह के विन्यास ज्ञात करने के लिये अभी तक नहीं किया गया है। प्रस्तुत शोध 
पत्न में इस उद्देश्य की पूर्ति हेतु किये गये कार्य का उल्लेख है। 
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प्रयोगात्मक 
5. (अ) 2, 4 द्रांस 6 सेथिल 4 सेथाक्सी फ्लेवेन 4५ ऑल के बनाने की विधि 


6 मेथिल 4/ मेथाक्सी फ्लेवेन को निश्चित प्रक्रम व विधि से बनाया गया 5-९, प्राप्त फ्लेवेन को 
लेड ठेदा ऐसीटेट से अभिक्रत कराकर 6 मेथिल 4 मेथाक्सी 4० ऑल (द्रवर्णांक 28-29०) प्राप्त किया । 


(ब) 2,4 सिस 6 सेथिल 4' मेथाक्सी फ्लेबेन 48 आँल के बनाने की विधि 


6 मेथिल 4' मेथाक्सी फ्लेवेन 48 ऑल को मेथिल 4 मेथाव्सी फ्लेवेनोन का सोडियम बोरोहाइ- 
ड्राइड द्वारा अक्त्र रण कर सृच्याकार ठोस (द्रवर्णांक 40-4) के रूप में प्राप्त किया । 


2, क्रोमिक अम्ल द्वारा फ्लेबेन-4 ऑल युग्म का आक्सीकरण 


तापस्थापी को उपयुक्त ताप पर व्यवस्थित कर उसमें फ्लेवेन 4 « तथा 8 ऑल' के बिलयन को 
अलग-अलग अभिकर्मक बोतलों में रखा । आवश्यक ताप पर आ जाने के पश्चात्‌ विलयन की अभिकरमंक 
बोतलों में समान मात्रा में क्रोमिक अम्ल मिलाया श्रौर इसके बाद ही 2 मि०ली० प्रभाज पिपेट की 
सहायता से लेकर उसमें 5 मि०्ली० 5 प्रतिशत सल्फ्यूरिक अम्ल तथा 5 मिग्ली० 0 प्रतिशत 
पोटेशियम आयोडाइड विलयन मिलाकर तुरन्त ही सोडियम थायोसल्फेट से अनुमापन किया । इसी प्रकार 
समयान्तर के साथ भिन्न-भिन्न सांद्रणों एवं तापों पर दोनों समावयवों का अनुमापन कर अ्रध॑ंसमय ज्ञात 
किये गये । प्राप्त परिणाम सारणी । में दर्शाये गये हैं । 





सारणो ॥ 
फ्लेवेन 4 ऑल द 
अ० क्र«. ताप का _  अधंसमय मिनटों में 
सान्द्रण ० गाल समानयव /£ ग्रॉल समावयथ 
न न मा न मा 
] 35"(: ]0:20-* 0/ 225 275 
है 45"(: ]0 5: 0-*0/ 375 550 
3 35: 209 0-*0/ 4000 500 
4 45"(! 20५0-40/ 285 500 


सारणी के परिणाम फ्लेवेन 4-० ग्लॉल के तीब्रतर आ्राकस्तीकरण को दर्शाते हैं जो कि फ्लेवेन के 
चतुर्थ हाइड्राक्सिल समुह के क्वासी-एक्सियल स्थिति होने का स्पष्ट प्रमाण हे । 


6 सेथिल 4” मेथाक्सी 4 ऐसीटाक्सी पलेबेन के बनाने की विधि 


फ्लेवेन 4० एवम्‌ ? झ्लॉल का पिरिडीन में ऐसीटिक ऐनहाड्राइड द्वारा ऐसीटिलीकरणा कर क्रमशः 


4० ऐसीटाक्सी फ्लेवेन (द्रवर्णांक !0-27 ) तथा 48 ऐसीटाक्सी फ्लेवेन (द्रवरशांक 65०) प्राप्त किये 
गये । 


फ्लेवेन-4-झ्रॉल की त्रिविम समावयवता 

















. 
सारणी 2 
अ० क्र० ताप ऐसीटॉक्सी फ्लेवेन अधंसमय मिनिदों में 
का सान्द्रण ० समावयव 3 समावयव 
| 30%"! 40 +< [0-50/ 50 30 
2, 40?(, 40 >< 40-40/ 420 375 
3 30९ 20 >< 40-+/0/ 340 250 
4. 40?(: 20 >८ 0-40/ 300 275 


4.06 सेथिल 4' सेथाक्सी ऐसीटक्सी प्लेबेन का जल अपघटन 


तापस्थायी को उपयुक्त ताप पर व्यवस्थित हो जाने के बाद ऐसीटाक्सी फ्लेबेन के दोनों समा- 
वयवों को अभ्रलग-अलग अभिकमेक बोतलों में लिया । विलयन के आवश्यक ताप आ जाने के पश्चात्‌ उसमें 
लगभग समान साद्रण का 20 मि०्ली० सोडियम हाइड्राक्साइड विलयन मिलाया गया। तुरन्त ही 
पिपेट से 2 मि०ली० प्रमाज लेकर उसमें समान सांद्रणा का 2 मिग्ली० सल्फ्यूरिक अम्ल मिलाकर 
अनभिक्वत अम्ल का सोडियम हाइड्राक्साइड से श्रनुमापत किया गय । ।समयान्तर के साथ विभिन्न तापों व 
सांद्रणों पर किये गये जल' अपघटन के अर्ध॑समय के परिणाम सारणी 2 में दशाये गये हैं । 


शीश 
2 | कई 
[ ओ4. 


0/॥ (६०५5-44 ) (2/(६०५5।-६६८५7००२४/ ) 
2,4 772,4॥5 2,4, ८(५ 








विभिन्न विन्यास 


सारणी 2 के परिणाम (4० ऐसीटाक्सी फ्लेवेन का मन्दतर जल अपघटन) 4० आऑल के क्वासी- 
एक्सियल' विन्यास को पुन: पुष्ट करता है। / समावयव में इसका विन्यास क्वासी-इक्वेटोरियल निर्धारित 


होता है । 
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इस प्रकार « ऑल व 8 ऑल का विन्यास क्रमशः 2, 4 ट्रांस तथा 2, 4 सिस होने की पुष्टि हुई । 
4० ऑल' () तथा 48 ऑल (त) को क्रमशः अधेकुर्सी कन्फर्मेशन धर) तथा (9) द्वारा स्पष्ट किया जा 
सकता है । 


कृतज्नता-ज्ञापन 


एक लेखक (एस० के० गुप्ता) विश्वविद्यालय अनुदान आयोग, नई दिल्‍ली का शोध छात्रवृति 
प्रदान करने हेतु आभारी है । 
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एनस्थलॉजी विभाग, मेडिकल कालेज, भाँसी 
[ प्राप्त--जून 28, 976 | 


सारांश 


पुरावन योग-प्रस्थों में मानव तन्त्रिका तन्‍त्र के उत्हाप्ट वंणन मिलते हैं, जिनके बोधगम्य न हो 
पामे से आधुनिक उज्ञानवेलाओं को भारी गलतफहमी है । इस विषय का यथातथ्य चित्रण आधुनिक 
विज्ञान की भाषा में करना, इस शोध-प्रबन्ध का उद्देश्य है । 


शस प्रवन्ध में 'प्रट्चक्र निरूपयशा ग्रन्थ के कुछ अंशों का लेखक ने अ्रपनी व्याख्या सहित अनुवाद 
किया छठ ह जिससे +ह सिद्ध हुआ कि उसमे प्राष्य निम्नलिखित वर्गान बेज्ञानिक द्प्टि से सत्य हैं हल 


!.. केस्द्रीय तन्च्रिका श्रक्ष (सुषुस्ता) की आकृति, मस्तिष्क में निलयों की स्थिति, मसलन के: 
तरल की उपस्थिति तथा उसके स्राव का स्रोत । 


2. क्रेद्धीय तन्त्रिका अक्ष की सूक्ष्म संरचना, अर्थात्‌ एवेत-स्तम्भ, उसके अन्दर तीस श्ुंगों वाला 
धसर-स्पम्भ और केन्द्रीय नलिका । तन्त्रिका कोशाओं की मकड़ी के जाले के अनुरूप परस्पर की संचार- 
प्रणाली । 


3. ग्रनकम्पी एवं हद तुकम्पी तन्त्रिका तन्‍्त्रों की पृथक पहचान तथा उनका सुषम्ता के साथ 
सतत संचार । 


इस प्रकार यह स्पष्ट हुआ कि ग्रोगशाम्त्र का तन्त्रिका विज्ञान प्रवुद्ध एवं समच्नत है मम न 
ग्रंणों में आधुनिक वेज्ञानिक जानकारी से मेल खाता है । इसे गहन श्रव्ययन किये बिना तथा सह्दी दृष्टि- 
कोण से परवे बिना 'रहस्थात्मक' कहना श्रनुचित हैं । 

पाश्च/त्य विजानशास्त्री ग्रीक सम्यता के स्कूलों से ही वैज्ञानिक चिन्तन का आरम्भ मानते हैं। 
परन्तु योगसाथना की परिपाटी उससे कहीं अ्रधिक प्राचीन है । अतएव विज्ञान के इतिहास में इस विद्या 
को उसका उचित स्थान मिलना चाहिये । 

औ गे ]] 


०78 मुवनचन्द्र जोशी 
88 ६७ 


पुफ& पाएशाट्यों तशात-शात्राणाए' णत॑ ४०28. 87 ४7. (.,. ग09ी, जगिएएवापाएशाओ ता 
:32506९90029, ४९००४ (04686, गाया 


437रठंध्या १6920 पछ्था565 ठ0गराशंंए 6650१ ७7078 पका परल्पा009५ छाए ॥99५0९ 
9 क्रापली क्रांडप्रातहाइा006 9छए ग्राठवदा इणंला।55,. ॥3 एकए०' का) (0 एछाणुंण्णा ॥0 
60765 एांणपा8 की ६96 गांशा। 98396०२८, 


पृफाछछ एछ863 णी $4-८वात4 भिप्र०॥09 8ए8 उछल्दा एक्ा३960 029 तह पाता जाएी 
००ग्राधआ3$ड, 38 7णाठ ॥80 ध8९ए 607०ट०ॉी५ 90799 (6 00 एशागह :-- 


(!) पर छ्रणफण०89 ० 6 ठ्ागबों वरल्पा॥। क्रांड, 0040 त (6 एलाएट९5 व (॥6 
जाधाए), [6820068 ० ०९७6७०7०-8शंगरब वीपरंत ६00 8 820प708 0785 5९एश[07॥, 


(2) 6 इथांला। सरंड00शाॉंणशो दलिवाएा'88 0 6 ग6पातों कांड . ०. 9 वी0तावरएते पा०५ 
00०00ल्‍7/४ ज्ञात! ॥ शत 000फा॥ा, 6 ठ्यावदाों ०७709 शा 006 8900-४० ॥0० ॥0907 
० पाडहा-0677073 007ए0प्रा!09007. 


(3) 76 56एक्ावा6 067709 0 06 3प०0णए $५छणा दाते ॥8 एताइ ता 00॥॥7070- 
धागा शा 76 39797 ०070, 


बताए, ॥ क्‍8 0प्रात साहा है0शॉ2 क्षाधणाज 38 शांशाएज ततए्ताएलतें द्ञात॑ एतातियाड (0 (॥९ 
॥038 006600 इटंथा0ग6 |॥70ण9]6026.. 9 0068 ॥0: 60500४९ [0 06 एद०00 ७५४८७ जा॥- 
0पा >86ंग्रए #पती०6 7 6697 क्ा0 ण। (९ परशा। [७:४०९०(ए८, 


080 शाद्षणाए दरा।668065 ए6 ठ95808 (76९६ 50008 क्षात ॥0पा0 ७० घएएतलत॑ ॥9 
797079०7 ए9806 ॥7 ॥7760ी८व४स |॥7580079. 


अस्तावना 


हमें बताया जाता है कि यूनानियों के पूर्व की विश्व की सभी प्राचीन सम्यत्ाएँ मानव तम्तरिका- 
तन्त्र के बारे में कोई ज्ञान नहीं रखतीं थीं, यहाँ तक कि शवविच्छेद भी किसी को ज्ञात नहों था ।॥। 
चिकित्सा-विद्या को वेज्ञानिक आधार देने का तथा शरीर रचना एवं क्रिया विज्ञानों के मूल सिद्धान्तों की 


स्थापना का सम्दूर्ण श्रेय प्राचीन यूनानियों को दिया जाता है। प्राचीन भारतीय इतिहास के श्रनुशीलन 
से प्रकट होता है कि सत्य इससे भिन्न है । 


हठयोग एवं कुण्डलिनी योग के अनेक प्राचीन ग्रन्थों में तथा महाभारत में भी अनेक वणतन हैं, 
जिनसे मानव तन्त्रिका तन्त्र की स्थल आकृति, सक्ष्म संरचना तथा क्रिया का ऐशा स्पष्ट ज्ञान मिलता है 


जो आधुनिक तांत्रिकी विज्ञान (न्यूरालॉजी) से किसी भाँति पीछे नहीं है । प्रस्तुत प्रबन्ध का उद्देश्य यही 
सिद्ध करना है । द 


उस बात के बचुर प्रमाण विद्यमान हैं कि यूनानियों द्वारा अलक्षेन्द्रियन स्कूल को स्थापना (300 
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ई० पू०) के बहुत पहले से भारतीयों को ध्स योगविद्या का ज्ञान था, तथा यह स्कूल अपने आरम्मिक 
काल में योगदर्शन के प्रभाव से पतपा था |, मानव शरीर रचना के प्रत्यक्ष तथ्यों से नितान्त अप रिचित 
कुछ विद्वानों ने योगशास्त्र के मूल संस्कृत ग्रन्थों का मनमाना अनुवाद किया, जिससे घोर पम्रान्ति फेली 
हुई है । (* / १) यही कारण है क्रि आज योगशास्त्र के उत्कृष्ट त्त्रिकी विज्ञान को “रहस्यमय विज्ञान 
की उपाधि दी जा रही है । लेखक ने उचित परिप्रेक्ष्य में इन श्लोकों के अक्षरक्ष: अनुवाद का प्रयत्न किया 
है जिससे ज्ञात हुआ कि यह योगशास्त्र की एक उत्कृष्ट वेशानिक उपलब्धि है तथा इसमें “रहस्यमय 
कहलाने के योग्य कुछ भी नहीं है । 


उपलब्ध साहित्य का पर्यवेक्षरत 

तन्त्रिका तन्त्र की रचना तथा क्रिया के ये वर्णन योगविद्या तथा तन्‍्त्रशास्त्र के अनेक ग्रन्थों में 
उपलब्ध हैं, जिनमे से कुछ वेदिककालीन 77! कुछ बुद्धकालीन तथा कुछ मध्ययुगीन भारतीय इतिहास से 
सम्बद्ध हैँ । (0, १५] इतने विभिन्न ग्रन्थों के वर्णन अधिकांश में समानता लिये हुए हैं, कुछ एक दूसरे 
के पूरक भी हैं परन्तु कदाचित कहीं भी एक दूसरे के विपरीत जाते हुए पाये नहीं गये हैं । इससे इस 
विद्या के सुदृढ़ श्राघार का प्रमाण मिलता है । 


ये ग्रन्थ शरीर रचना और क्रिया का मात्र वेसा ही और उतना ही वर्णन करते हैं जैसा कि योग 
साधना के लिये उपयुक्त है | सबसे विशद वर्णन षटचक्र निरूपण में पाया गया है, जिसे कि 40 वीं शतती 
ईपवी में योगी पूर्णानन्द स्वामी ने लिखां था जिसकी मूल हस्त प्रतिलिपि कलकत्ता के एक पुस्तकालय में 
संग्रहीत है । 


भारत में प्रस्लिम तथा ब्रिटिश आक्रमणों के साथ साथ योग एवं तन्‍त्र विद्याओं तथा इनके 
साहित्य का लोप होता रहा । बीसवीं सदी के आरम्भ से कुछ देशी राज्यों ने तथा कुछ जन संस्थाओं ने 
लुप्तप्राय प्राचीन ग्रन्थों को प्रकाशित करने का सद्प्रयत्न किया । 


सर जान वुडरूफ ने आर्थर एवलॉन' उपनाम से तांत्रिक ग्रन्थ माला का प्रकाशन किया। 
उन्होंने हिन्दू, बौद्ध तथा जन दर्शनों में एकत्व सिद्ध करके उसे “भारतीय दर्शन की संज्ञा दी है, तथा 
अनेक पुस्तकें लिखकर इस भारतीय दर्शेन को तथा तन्‍्त्र शास्त्र के रहस्य को सफलतापूर्वक सममभराया। 
उन्होंने संस्कृत टीकाश्नों की सहायता से “घटचक़र निरूपण' का श्रंग्रेजी में अनुवाद 'सर्पेन्ट पावर के नाम 
से लिखकर प्रकाशित कराया । इस अनुवाद में कतिपय गहरी त्रूटियाँ प्रवेश पा गई हैं, जिन्हें मैं अन्यत्र 
सिद्ध करूंगा । 


इस ग्रन्थ के प्रायः सभी श्लोकों का अक्षरशः साम्य आधुनिक तांत्रिकी (न्यूरालाजी) के साथ 
बैठता है । इस महत्वपूर्ण तथ्य को भी वृडरूफ नहीं समझ पाये । 


इस साम्य को सिद्ध करना ही प्रस्तुत शोध प्रबन्ध का मुख्य उद्देश्य है । 


योग शास्त्र की तांत्रिकी पर अन्य भी बहुतेरे आधुनिक लेखकों ने लिखा है परन्तु मूल संस्कृत 
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ग्रन्थों का भ्रव्ययत न करके ये सभी वृड़रूफ के अंग्रेजी अनुवाद पर पूर्णाहपेण निर्भर करते हैं, जिससे 
उसकी त्र॒टियों को दुहराते मात्र रहते हैं । भरत: साहित्य को इनकी देन नगण्य है । 


षड़दर्शन का अश्रंग होने के कारण योगशास्त्र की तांतिकी (न्यूरालॉजी) बहुसंख्यक प्राचीन प्रन्थों 
में यत्र तत्र वशित है। आधुनिक शोधकर्ताओं में से विरले ही किसी विद्वान में इस विशाल निधि पर 
दृष्टिपात किया होगा । अपवादस्वरूप कुछ लोग हैं जो इस तथाकथित “रहस्य” की सुलमाने के लिए 
सही तरीके से प्रयत्नशील हैं । [7] 


केन्द्रीय तंत्रिका अक्ष (सुषम्ता) 


अब मैं 'पटचक्र निरूपण' ग्रन्थ के तीन श्लोकों का अक्षरश: अनुवाद करके उसके आधार पर अपनी 
व्याख्या दूंगा । 


श्लोक-प्रथम 
“मेरोवबाहय प्रदेशे शशि मिहिर शिरे सब्यदक्षे निषण्ण ।” 


मेरुदण्ड के बाहरी क्षेत्र में बांयी और दाहिनी तरफ चन्द्ररूप एवं सूर्दरप सिर वाली दो 
(ताडियां) मौजूद हैं । 


“मध्ये नाडी सुषुम्ता त्रितवगुगामग्री सूर्य चनद्राग्तिरूपा ।” 


(मेरु के) अन्दर सुषुम्ता नाडी है जो तीन प्रकार की गुण युक्त, सूयये, चन्द्र तथा अश्नि- 
स्वरूपा है । 


“ध्रुस्तुरस्मेर पुष्प प्रथिततमवपु: कन्दमध्याच्छिरस्था । 


पूर्ण रूप से खिले हुए धत्रे के फूल के समान आक्ृति वाली (सुषुम्ता नाडी) कन्द के मध्य से 
(आरम्भ हो कर) शिर के अन्दर तक स्थित है । 


“बच्ाझूया मेददेशाच्छिरसि परिगता मध्यमेस्थाज्ज्वलन्ती (।२॥। 


इस नाडी (सुषुम्तना) के अन्दर दहकती हुई वजा है | शिश्त मूल की सतह से (आरम्भ होकर) 
सिर के अन्दर तक चली गई है । 


श्लोक-द्वितीय 
“तन्मध्ये चित्रिणी सा प्रणव विलसिता योगिनां योग्यगम्या । 


उस (वज्ा) के मध्य में चित्रिणी है जो ऊ के स्वरूप से विभूषित है, तथा योगी जिसको (ध्यान) 
योग के द्वारा जान सकते हैं । 


“लूता तन्तू पमेया' सकलसरसिजान्‌ मेरुमन्यान्तरस्थान्‌ । 
भित्वा देदीप्यते तद्ग्रथतरचनया शुद्धवोध प्रबोधा ।” 
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मकड़ी के जाले सदृश (स॒क्ष्म संरचना वाली) (चित्रिणी) मेरु के मध्य में अन्तर से स्थित सभी 
कमलों (चक्रों) को भेदन करती हुई दीपज्वाला सी दमकती है । 


(अपनी ) उस बुनावट वाली सूक्ष्म संरचता के कारण (यह चित्रिणी) बुद्धि को शुद्ध ज्ञान की 
जानकारी देती है । 
“तन्मध्ये ब्रह्मनाडी हरमुख कुहरादादि देवान्त संस्था ।॥।३।। 
श्लोक-तृतीय 
विद्युन्मालाविलासा मुनिमनत्ति लसत्तन्तुरूपासुसूक्ष्मा । 
ब्रह्मद्दारं तदास्ये प्रविलसति सुधाघारगम्य प्रदेश ॥। 
उस (चित्रिणी ) के बीच में, मूलाघार से सहस्नार तक भई हुई, विद्युत की मालायें पहने हुए, 
धागे सदश श्राकृति वाली, अ्रति बारीक ब्रह्मनाड़ी है जिससे मुख पर सुधा की घारा से रमणीक, सृष्टि 
रचियता का दरवाजा है। 
व्याख्या 
]. इस बात प्र आधुनिक विद्वान प्रायः एकमत हैं, कि यह वर्णन बांयीं तथा दाहिनी अनुकम्पी 
श्ृंखलाओं का संकेतक है, जिन्हें इडा और पिंगला नाडी कहा जाता है । (7 


यहां शिरा शब्द को नाडी का भअ्र्थ संज्ञक लेना अनुचित है| शशिणिरा का अर्थ है चन्द्ररूप सिर 
वाली । शशिरूप शिरः यस्या सा। इसी प्रकार मिहिरशिरा। अनुकम्पी शंखलाओं की गंडिकायें ही 
उनके सिर हैं। इन गंडिकाओं से शरीर में प्राण (तंत्रिका आवेग) प्रवाहित होता है, अतः इनको चन्द्र 
सूर्य की उपमा देता उचित है; जो कि विश्व में प्राण के स्रोत हैं । 


रूद्रयामल के अनुसार इडा, पिंगला ये दोनों सुषुम्तना के साथ वेणीवन्ध के क्रम से गंथी हुई हैं 
तथा उसके अन्दर प्रत्येक चक्र से संचार करती हैं ।“7 


पट्चक्रविवृति के अनुसार इडा, पिगला बायों और दाहिनती जत्र अस्थि के पीछे स्थित हो कर 
दोनों तरफ से हृदय को तंत्रिका-सम्भरण देती हैं । 


उपयु क्त दोनों तथ्यों को आधुनिक अनाटमी सत्यापित करती है । 
2, प्रायः लेखक मेरुरज्जु को ही पूरी सुघ॒म्ता का पर्याय मानने की गलती करते आये हैं |) 


योग में वरिणित तंत्रिका तंत्र की रचना के बारे में चतुदिक म्रम फेलाने में इस अकेली गलती का 
ही हाथ सबसे अधिक है । 


इस श्लोक से सुपुम्ना की स्पष्ट परिभाषा मिल रही है, कि यह कन्द “7 (त्रिकगुहा के निम्नतम 
भाग) से सिर के अन्दर तक गई है। “7 
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विभिन्‍न योग ग्रन्थों में काफी प्रमाण मिलते हैं जिनसे सिद्ध होता है कि सिडब्नन तथा मेड्ला 
झबलांगगेदा ही सुषुम्ता का मूल (ऊपरी भाग) बनाते हैं। /” सर्वोत्तम वर्णन जो भृतशूद्धि! में प्राप्त 
है, वह इस प्रकार है : 
सुषुम्ता चव्या की बेल के समान मेरु में चिपकी हुई फिर उससे झ्रागे को जाती है। ग्रीवा के 
ऊपरी छोर पर पहुँच कर यह आगे को तिरछी हो जाती है पश्चात्‌ शखिनी की नाल (ट्रैक्ट) के सहारे 
सहख्ार चक्र में पहुंचती है” ॥#४7] 
यह बात ध्यान योग्य है कि सुषुस्ता के ऊपरी छोर को 'मूल' तथा निचले छोर को आस्थ' (मुंह) 
की संज्ञा दी गई है (शिव संहिता 5/20) । 
सुषम्ता का निचला छोर 
हम नीचे सिद्ध करेंगे कि सुषम्ता की रचना वज्रा, चित्रिणी और ब्रह्मनाडी के मिलने से होती है 
जो कि आधुनिक अ्रनाटमी के ५/॥॥६० (एणण्ा), 076ए (०० तथा (दावों एथातं हैं । 
तल, 
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बच्चा, ब्रह्मनाडी तथा सुष॒म्ना इन तीनों के त्रिकगुहा के निम्ततम भाग से आरम्म होने का स्पष्ट 
उल्लेख षट्चक्रनिरूपण में मिलता है । परल्तु चित्रिणी के स्थान का उल्लेख नहीं मिलता । इससे यह 
निष्कर्ष निकलता है कि आरम्भ में सुघुम्ता का निचला छोर केवल वज्ना और ब्रह्मनाडी से ही मिलकर 
बनता है जो कि वहां पर (४००१8 एतणं॥8 तथा -क्यापा वक्षण्मांत० के रूप में मौजूद हैं ! चित्रिणी 
((४०ए 00ए%7॥) इसमें ऊपर चलकर सम्मिलित होती है। 


उपयु क्त विवेचना से ज्ञात हुआ्ल कि (8०09 24एं४० से लेकर )/[0-907॥ तक सम्पूर्ण तंत्रिका 
अक्ष का नाम ही सुषम्ता है; जिसका एक भाग मेरु के अन्दर तथा दूसरा भाग शिर के अन्दर है “7 


आधुनिक अनाटमोौ ने कृत्रिम विभाजन से जिस 'मेरु रज्जु' (5908! (००) नाम की उत्पत्ति की 
है उसे योगशास्त्र मान्यता नहीं देता, तथा यह शब्द सुपुम्ना का पयर्यावाची नहीं है । 


इस प्रकार परिभाषा होने पर सुषम्ना की स्थल आकृति पूरे खिले हुए घतूरे के फूल से हुबहू, 
बारीकी से मेल खाती है जेसा कि चित्र में दिखाया गया है। यह उपमा आ्राश्चर्यजनक रूप से सही 
उतरती है । 


वुड्रूफ (958) ने यहां पर अनुवाद किया है-- घत्रे के फूलों की माला जैसी आकृति सुषुम्ता 
की है ।” यह गलत है । सुषुम्ना केवल एक ही धतूरा पुष्प जैसी है। 'प्रथिततम' की जगह पर 'ग्रथिततम 
का गलत पाठान्तर करने से यह त्र्‌टि हुई है । 


सृष॒म्ना सूर्य, चन्द्र तथा अग्निरूपा है 

सूर्य, चन्द्र और श्रर्नि ये ही विश्व में शक्ति (प्राण) के प्राकृतिक स्रोत हैं । हमारे शरीर में प्राण 
शक्ति सुषुम्ना से निरन्तर प्रवाहित होती हैं तथा यह (सुष॒म्ना) चन्द्र-सूयं रूप अनुकम्पी गंडिकाओं से 
निरतंर संचार से तदात्म होकर रहती है | योगशिखोपनिषत्‌ से इसकी पुष्टि होती है ।/! 

3-4 : अब मैं सिद्ध करूगा कि वज्ना और चित्रिणोी का वास्तविक शब्दार्थ जक्ञा०6 एणए्शाा 
तथा (6०५ 0०णा ही है । 

प्रायः श्राधुनिक विद्वान इन्हें 'नाडी' संज्ञा से संकेत करते हैं ;षटचक्र निरूपरण में इनको नाडी नहीं 
कहा गया है, न ही नाडी चक्र ढी 4 नाडियों में इनकी गिनती किसी ग्रन्थ में पाई गई । ““ ये सुषुम्ता 
के श्रन्दर केवल स्तम्म के रूप में विद्यमान हैं । 

वज्न॒ हड्डी से बना शस्त्र है अतः वज्रश्वेत कहने से गौरवर्ण का ज्ञान होता है । यहां पर भी 
बच्चा का अथ्थ गौरवर्णा है। इस बात का पुष्ट प्रमाण त्रिपुरासारसमुच्चय से मिलता है जिसमें वज्चा की 
“हार नीहार गौरी” का विशेषण दिया गया है। 


“चित्र' किर्मीर कल्माष शबलेताश्व कबु रे ।' 


अमरकोश के इस आदेश से चित्र का अर्थ कबरा रंग होता है। कालिदास इसको कपोतवर्ण 
कहते हैं । 7) 
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्ड प्रकार शब्दार्थ लेने से स्पष्ट त्ञा वि भुषम्ना ( क्द्रीय तंथिक! ग्र्ध्न ) का | हरी स्तम्भ 
शेत वर्ण ऊतक से बना है जिसके अन्दर कबरे रंग के ऊतक वाला दूसरा स्तम्भ है। आधूनिक श्रनाटमी 
इस तथ्य की सत्यापित करती है (चित्र 2.) 
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4. चित्रिणी को प्रशवविल[सिता कहा गया है अर्थात्‌ यह ऊं की आकृति से भूषित है। 


मेरु रज्जु के अनुप्रस्थ काट (7'..8.) के चित्रों में ग्रे कालम के अग्रन, पश्च तथा मध्य जाूंगों द्वारा उ 
की आकृति हबह प्रत्यक्ष होती है (चित्र 2 ) । 


यह ध्यानयोग्य है कि इस सम्पूर्ण वर्णन में चित्रिणी कहां से आरम्भ होती है, यह मिर्देश नहीं 
मिलता । 


5. इस इ्लोकाध में चित्रिणी (ग्रे कालम) की ऊतकी संरचना को समझाने के लिये मकडी के 
जाले का उदाहरण देकर बताया है, कि इस प्रकार की ऊतकी बुनावट के कारण ही चित्रिणी शुद्ध 
सूचनायें मष्तिक को ज्ञान कराती है। 
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न्यूरालाजी के अनुसार, ग्रे कालम अगशित तंत्रिका कोशाओ्रों से मिलकर' बनता है, जो कि सभी 
दिशाओं में अपने प्रवद्धें फैलाकर आपसी संचार के लिये मकडी के जाले जैसी क्लिष्ट रचना करते हैं । 
यह ॒निस्सच्देह सत्य है, कि इस जाले वाली बुनावट की उत्तम संचार व्यवस्था के कारण ही शरीर के 
श्रंगों से प्राप्त सूचना विशुद्ध रूप में मस्तिष्क तक पहुंचती है (चित्र 3) । 
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देदीप्यते। शब्द महत्वपूर्ण है। तंत्रिका आवेग (]२७०४७ ॥70पॉ5०8 ) विद्यतमय होते हैं, यह 
बात वज्ञानिकों को कुछ दशाब्दी पूर्व ज्ञात हुईं है। चित्रिणी में ये आवेग (प्राण) सदा प्रवाहित होते 


रहते हैं। इस सतत विद्युतप्रवाह के कारण वह दीप्तिमती तथा जीवन्त है, यही निर्देश हमारा पुरातन 
योगशास्त्र करता है । 


यहां चित्रिणी को मेरु नलिका के अ्रन्दर स्थित सभी चक्रों का मेदन करने वाली कहा गया हे । 
सुष म्ता में विभिन्न सतहों पर छः चक्रों की स्थिति वर्णित है। किन्हीं ग्रंथों में सातवें तालुचक्र का भी 
वर्णन है /3। 

ये चक्र सुषु म्ता में स्थित तंत्रिका स्टेशन हैं, जो अपने निर्दिष्ट कार्यों को निभाते हैं । 

कुछ विद्वानों की यह मान्यता, कि षट्चक्र मेरुदंड के बाहर हैं/” के स्पष्ट निर्देश से निराधार 
सिद्ध होती है । 


0. यहां पर ब्रह्मताडी को चित्रिणी के अन्दर स्थित बारीक घागे की आकृति वाली बताया है 


जिसमें सुधा की घारा का प्रवाह होता है तथा जिसके चारों ओर विद्यत आवेगों की मालायें हैं। यह 
4.०, 42 
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वर्णन इतना स्पष्ट है कि इसका "यश ८शाओ होन। स्वतः सिद्ध है। सुधा की धा'रा का प्रवाह होने 
के कारण इसको नाडी कहना उचित है। 


नड्गती घातोर्नाड्यते गम्येत/ नया इति नाडी। इस परिभाषा से नाडी शब्द घमनी तथा तंत्रिका 
दोनों पर लागू होता है क्योंकि विद्युतप्रवाह तथा द्रव प्रवाह का मोतिक नियम एक ही है । 


मस्तिष्क के व स्टिकूल तथा मस्तिष्क सेरु तरल 
चौथा वेन्द्रिकल : शिव संहिता में तालु को सतह पर सुषुम्ना के मूल में एक विवर के होने का 
उल्लेख है 


षट्चक्र निरूपण (एलोक 35) में चौथे वेन्ट्रिकल कोरोइड प्लक्षस तथा मस्तिष्क मेरु तरल का बड़ा 
ही जीवन्त वर्णन इस प्रकार है -- 


“उस जिकोण के ऊपर एक भप्रधंचन्द्र स्थित है, जिसमें से निरमेश' जल के समान धवल सुधा की 
घारा पैदा होकर उसी (अर्थ चन्द्र) के ऊपर बहती रहती है ।“7* 


सौभाग्य लक्ष्मी उपनिषद्‌ से इसकी पुष्टि होती है “” बडरूफ ने इस श्लोक में 'जल घबल' की' 
जगह पर बलघवल" गलत पाठान्तर किया है । 


तीसरा वेन्द्रिकल तथा पाश्व वेन्द्रिकल्स 
इन तीनों वेन्ट्रिकल्स को एक ही शुन्य अवकाश मान कर वर्णन किया गया है । 


घट्चक्र निरूपण (श्लोक 40-43) में निम्न वर्णन मिलता है-- 


“उस (श्राज्ञा) चक्र के ऊपर पूर्ण चन्द्रमा के समान दीप्तिमान सहस्नार चक्र है। इसके अभ्यन्तर 
में चारों ओर से बिल्कुल छिपे हुए स्थान में एक त्रिकोण भ्राकृति का शून्य श्रवकाश है, जो कि विद्युत 
आवेगों से निरन्तर प्रकाशित रहता है | इस शून्य अवकाश में सुधा की घारा अतिशय मात्रा में निरन्तर 
विमोचित होती रहती है ।ीम 


इस प्रकार थोड़े ही शब्दों में हमको वेन्द्रिकल्स, मस्तिष्क-मेरु-तरल तथा उसके स्रावक स्रोत का 
सही सही और सम्पूर्ण चित्रण मिलता है। “सप्पेन्ट पावर” में इन श्लोकों का अनुवाद भी टोक ही किया 
गया हैं तो भी आश्चयं है कि वुडरूफ आदि लेखक इतने स्पष्ट वणणनों की संगति न्यूरालाजी से नहों 
बठा पाये । 


विवेचना 


प्रस्तुत प्रपत्र में योगशास्त्र में वशशित तांत्रिकी के केवल भूमिकास्वरूप भ्रारम्मिक अंश 
को ही सही शअ्र्थ में समभने का प्रयत्न किया गया है। उसके प्रधान विषय, पट्चक्रों की चर्चा यहाँ 
नहीं की है । 
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इस गवेषण से ज्ञात हुआ, कि योगशास्त्र में निम्न तथ्यों का विज्ञानसम्मत वर्णन उप- 
लब्घ है : 


[. केन्द्रीय तंत्रिका अक्ष की आकृति, वेन्ट्रिकल्स की उपस्थिति एवं स्थिति, मस्तिष्क मेर तरल 
की उपस्थिति तथा उसके स्रावक स्रोत का पता । 


2. केन्द्रीय तन्त्रिका अक्ष की स॒क्ष्म रचना (अर्थात्‌ व्हाइट कालम के अन्दर तीन ख्ंगों वाला 
ग्रे कालम, उसके अन्दर सेम्ट्रल काल) तथा तन्त्रिका कोशाओं की मकड़ी के जाले के समान रचना वाली 
श्रापसी संचार व्यवस्था । द 


हु 


3. मस्तिष्क से उद्गम होने वाले विद्युत आावेगों के निरन्तर प्रवाह से दीप्तिमान और जीवित 
श्रंग के रूप में सुषम्ता को कल्पना । 


4. मेरु दंड के बाहरी प्रदेश में स्थित अनुकम्पी शंखलायें तथा उनका मेरुरज्जु के प्रत्येक खंड 
(507 8०९ण०ाए) से संचार । 


योगशास्त्र में 'सुषुम्ना' शब्द सम्पूर्ण केन्द्रीय तन्त्रिका अक्ष का संज्ञक है। पाश्चात्य अनाटमी ने 
उसे मिड-ब्रेन से लेकर कौडा इक्‍्वाइना तक श्रनेक क्लत्रिम खंडों में विभकक्‍्त कर रखा है| इस कृत्रिम 
विभाजन से योग साधना में कोई लाम नहीं है अतः योगशास्त्र में वेसा उल्लेख नहीं है । दृढ़तानिका 
(ड्यूरा) भ्रादि का भी कोई वर्णन योग में नहीं मिलता, उसका भी यही कारण है । 


योग-साहित्य में अनादसी की सार्थकता 


योगशास्त्र किसी विद्योचित जिज्ञासा की पूर्ति वा विज्ञान की उन्नति के हेतु श्रनाटमी का वर्णन 
नहीं करता । न यह विक्वति विज्ञान अथवा चिकित्सा विज्ञान के रहस्यों को सुलझाने के उद्देश्य से अना- 
टमी बताता है । यह शरोर रचना के केवल उन विशेष स्थलों को संक्षेप में प्रकाशित करता हैं जिनसे 
साधकों को योग के उद्देश्परों की प्राप्ति में सहायता मिलती है । 


इस प्रकार के सही दृष्टिकोण के बिता योग साहित्य की श्रनाट्मी भ्रमपूर्ण ही दिखाई देगी । 
क्या योगशा सत्र की अनाटमी रहस्यात्मक है ? 


बलदेव सिंह तथा छीन (974) लिखते हैं, कि “चक्रों और नाडियों की घारणा को शरोर के 
ग्रंगों तथा उनके कार्यों से तुलना के कुछ प्रयत्न किये गये हैं। परन्तु योग में वणित चक्रों के गुण विशेषों 
का इन प्रस्तावित श्रंगों के कार्यों से कोई तालमेल बेठाया नहीं जा सकता ।” 


यह वर्णन अपनी जगह पर सत्य है। पर इसके कारण को इन लेखकों ने नहीं बताया कि योग 
पर लिखने वाले आधुनिक विद्वान एकमात्र “सर्पेन्ट पावर' पुस्तक पर ही पूर्णरूप से निर्भर रहते आये हैं । 
वे षट्चक्र निरूपण या अन्य उपलब्य योग ग्रन्थों को मूल संस्कृत में अध्ययन नहीं करते या कर नहीं ही 
सकते हैं । रा 
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सेशन जज सर वुडरूफ शारीर के विशेषज्ञ नहीं थे। उनकी सर्पेन्ट पावर" में कतिपय गहरी 
त्रुटियां प्रवेश पा गई हैं, क्योंकि उन्होंने कई स्थलों पर पाठान्तरों को चुतकर अनुवाद किया है, जिसे में 
अन्यत्र दिखा चुका हूँ । वे श्राधुनिक विज्ञान के साथ पट्चक्र निरूपण' के तादात्म्य को समझ नहीं पाये 
थे जिसे उन्होंने स्वयं स्वीकार किया है। श्रत: उनके अनुवाद पर ही निर्भर करते रहने का कोई 
ओचित्य नहीं है । 


कुन्डलिनी योग के इस ग्रन्थ तथा श्रन्‍्य भी ग्रन्थों के स्वतन्त्र अध्ययन के बाद तथा सही दृष्ठि- 
कोण से देखने पर योग की तांत्रिकी आधुनिक विज्ञान से बारीकी से मेल खाती सिद्ध होती है तथा उसमें 
रहस्थात्मकता नहीं मिलती है।इस कारण यह प्राचीन योगियों की एक उत्कृष्ट उपलब्धि है। इसको 
सही तरह से समभने के लिये संस्कृत भाषा की सामथ्य से परिचय आवश्यक है। 


न्यूरालॉजी की उपादेयता के सम्बन्ध में योंग का मौलिक दृष्टिकोण वज्ञानिकों के लिये विचार 
सामग्री प्रस्तुत करता है । 


अन्च षण की भारतीय विधि 


वेशानिक अनुसन्धान के आधुनिक उन्नत साधन प्राचीन भारतीयों को प्राप्त नहीं थे पर इसके 
बावजूद उनका तांतिकी का ज्ञान अत्यन्त समुन्नत था । षटचक्र निरूपण से ज्ञात होता है कि यह उप- 
लब्धि ध्यान योग से सम्भव है या ध्यान योग की साधना अष्टांग योग का ही भाग है। वह 
श्रन्त:प्रेक्षण की इस तकनीक में मन ही अनुसन्धान का यंत्र है। आज हम यस्‍्त्रों द्वारा ईथर की लहरों 
को पकड़ कर हजारों मील से देख सुन लेते हैं। इस प्रकार समय तथा दूरी का बन्धन टूट 
गया है । 


चेतन्य आत्मा ईथर से मी सूक्ष्म तथा सर्वव्यापी है । योगी इसी चेतन्य का आश्रय लेकर समय, 
दूरी तथा पदार्थे का भी भेदन करके सब कुछ देख, सून और जान लेते हैं। 'यत्‌ ज्ञात्वा नहि भूयो४्न्यत्‌ 
ज्ञातव्यं श्रवशिष्यते” (गीता 7/2.)। जिस मानवी चेतना को लेकर हम सब पैदा हुए हैं उससे ऊँचे स्तर 
का यह सर्वव्यापी चेतन्य है। 


सिगरीस्ट (96) लिखते हैं कि “ध्यान और समाघि से प्रज्ञा मक्त हो जाती है। समय और 
दूरी का व्यवधान हट जाता है| भौतिकता से ऊपर की दुनिया का द्वार खुल जाता है । परम आनन्द की 


अनुभूतियों के यत्किचित अनुभव सभी धर्मों में मिलते हैं. पर ध्यात की तकनीक का विकास भारत के 
समान अन्यत्र कहीं नहीं हुआ ।” 


स्वामी विवेकानन्द (970) स्पष्ट करते हैं, कि “जो योगी अपने प्राण को वश में कर लेता है, 
बह सवेज्ञ हो जाता है ।” 


घट्चक्र निरूपण इसकी पूरी पुष्टि करता है। नं 


इस प्रकार यह सिद्ध हुआ है कि पुरातन योगीजनों ने अपने आडम्बरहीन उपायों से शरीर रचना 
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और क्रिया को जितना सही रूप में समझा, उतना कोई आधुनिक उपकरणों बाली प्रयोगशाला समझकका 
नहीं सकती । 


निष्कर्ष 


॥६ अयुलापरत... अकममराका 


योग-साहित्य की तांतनिकी ग्रीक स्कूलों की पूव॑वर्ती है। यह योगशास्त्र एवं तन्त्रशास्त्र के बहु- 
संख्यक ग्रन्थों की विशाल परिधि में यत्र-तत्र बिखरी मिलती है। इस विषय को ठीक ठीक समभने के 
लिये यह आवश्यक है कि इस सम्पूर्ण उपलब्ध साहित्य को मूल रूप में भ्रध्ययन किया जाय । 


योग-साहित्य में तांत्रिकी का वर्णन केवल योगसाधना में सहायता के उद्देश्य से किया गया है न 
कि किसी विद्योचित जिज्ञासा पूर्ति या चिकित्सा सुविधा के हेतु । अतः अपने सही संदर्भ में ही उसका 
मूल्यांकन किया जाना उचित है । 


योग ग्रन्थों के तांतिकी के वर्णोत सूक्ष्म रूप में होने पर भी उच्च कोटि के हैं तथा आधुनिक 
तांजिकी विज्ञान से पग-पग पर सम्मत हैं । इनमें कोई गुप्त रहस्य वाली बात है ही नहीं । इनकी जो तथा* 
कथित रहस्पमयता है वह उन संस्कृत के पंडितों ने पिछली शताब्दी में उत्पन्न की है जो शारीर विज्ञान 
से नितान्त अपरिचित थे या उत्त पाश्चात्य चिकित्सा शास्त्रियों ने पैदा की है जो संस्कृत भाषा की क्षमताओं 
से अपरिचित थे । 


पठनीय 
] योगयाज्ञवल्क्यम्‌, रूद्रयामल, भूतसूद्धि:, त्रिपुरासारसमुच्चय 
बामकेश्वर तंत्र, त्रिशिरवी ब्राह मणोपनिषत्‌, योगशिखोप निषत्‌, 
योगराजोपरिषस,. शिवसंहिता. श्रीतत्वचिस्तामणि, 
महामारत | तथा भगवदगीता) । 
है । मेरोबाह्मप्रदेशे शशिमिह्विरशिरे शब्यदक्षे निषण्णे । 


मध्ये नाडी सुषुम्णा त्रितयगुणामयी सूर्येचम्द्राग्तिरूपा । 
घ॒स्तुरस्मे रपष्प प्रथिततमवप्‌: कन्दमध्याच्छिरस्था । 
वच्ञाझ्या मेढ्देशच्छिरस परिगता मध्यमेस्थाज्वलन्ती ।।  ॥ 
तन्मध्ये चित्रिणी सा प्रणवविलसिता योगिनां योगगस्या 
लूतातन्तृूपमेया सकलसरसिजान्‌ मेस्मध्यान्तरस्थान्‌ । 
भित्वा देदीप्यते तद्ग्रथनरचनया शुद्धबोधप्रबोधा, 
तन्मध्ये ब्रह्मानाडी हरमुखकुहरादादि देवान्तसंस्था ॥॥ 2 ॥ 
विद्यन्मालाविलासा मुनिमनसिलसत्तन्तुरूपासुसूक्ष्मा, 
ब्रह्मद्वारं तदास्ये प्रविलसति सुधाध।रगम्य प्रदेशम्‌ । 

षटचक्रानिरूपणे । 
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इडा च पिगला चेव तस्यवामे च दक्षिणे 
ऋज्वीभूता शिरे ते चः वामदक्षिणमेदत: 
सर्वपद्मानि संवेष्टूय नासारन्श्रगते शुभे । 
। रुद्रयामले । 
वामदक्षिण. भेदेन  वेणीवन्धक्रमेण 
ऋज्वीभूते इडा पिगला शिरे इत्यर्थ: 


सुपृम्णा कविताजाता वामभागं समाश्रिता 
हृद्गता वामभागस्था जत्र मध्ये समाश्रिता । 
सुषुम्णा कविताजाता वामभागं समाश्रिता 
हृद्गता वाम भागस्था जन्र्‌ मध्ये समाश्रिता । 


| षटचविवृति: । 


गुदात्त्‌, दयंगुलादुध्व॑ मेदात्त दयंडगुलादधे: । 
चतुरंगुलविस्तारं कन्दमुले खगाण्डवत्त ॥। 


पृष्ठमध्ये स्थिता नाडी सा हि मृश्नि व्यस्थिता । 
मुक्तिमार्गें सुषुम्णा सा ब्रह्मारन्ध्रे प्रतिष्ठिता ॥। 


। योगयाज्ञवल्क्य' 4/30 । 
मेख्मध्ये स्थिता या तु सुषुम्णा बहुरूपिणी । 


विसर्गा द्विन्दुपय॑न्तं व्याप्य तिष्ठति तत्वतः ॥। 
। रुद्रयामल 27/53 । 
सहस्राम्ब॒जं विन्दुस्थान ज्ञेयं । 
द । रुद्रयामल 27/70 । 
पुष॒म्णा मेरुणा याता ब्रह्मरन्ध्रं यतोउस्ति वे । 
द । शिवसंहिता 5/20 । 
अतउध्व॑ तालुमूले सहख्नारं सरोरुहम । 
प्रस्ति यत्र सुषम्णाया: मूलं सविवरं स्थितम्‌ ।। 
। शिवसंहिता 5/20 । 


सुषुम्णा चव्यवल्लीव मेरूस्लिष्टा प्रोगता। 
ग्रीवान्त प्राप्प गलिता तियेग्मूता वरानने 
शंखिनीनालमालम्ब्य गता सा ब्रह्मसादनम्‌ भूतशद्धि: 


अथाधार पद सुषुम्णास्य लग्नं भुजाघो गुदोध्व"- । 
षटचक्रनिरूपण । 4 | 


है, 


है| 


जता 


हरी है है| 


ही है 


0 


है । 


तंत्रिका तंत्र का वर्णय 


वजञाख्या मेढ्देशाच्छिरसि परिगता **--*- 
षटचक्रनिरूपण । 9 ॥ 
तन्मध्ये ब्रह्मनाडी हरमुखकुहरादादि देवान्तसंस्था । 


बटचक्रनिरूपण | 2 । 


इडा पिगला सोषुम्णा प्राणामार्गे च॒ संस्थिता । 
सतत प्राणवाहिन्यः चन्द्रसूर्याग्नि देवता ।। 


योगशिखोपनिषत । 29-62 । 


इडा च पिंगला चेव सुषुम्णा च सरस्वती। 
वारुणी चेव पूषा च हस्ति जिहवा यशस्विनी ॥। 
विश्वोदरा कुहस्वेव शंखिनी च पयस्विनी । 
अलम्बूषा च गान्घारी मुख्यावता चतुर्देश ॥ 


। योगयाज्ञवल्क्य 4/26-26 । 


या मुण्डा घारदण्डान्तर विवरगता हारनीहार गौरी 
तस्या वज्रार्यताड्या: खगमुदरदरी मध्यगंयोविध्यात 


त्रिप रासारसमुच्चय 3/45 


चित्र किर्मीर कल्माष शबलंताश्च कर्बरे । 
इत्यमर: । 
चित्र श्रालेख्ये कबु रे इति हेमः । 


पवनेर्मस्म कपोत कब रम्‌ । 


कुमारसंम॒व 4/27 
कब्‌ रम्‌ कपोतवरणोम्‌ । 


तालुकाचक्र' घण्टिका ध्यानमुच्यते 
योगराजोपनिषत । 3 । 

तालुचक्र । तत्रामृतधारा प्रवाह । 
सौमाग्य लक्ष्मी उपनिषत्‌ । 20 । 


तदृध्यें चन्द्राधैसतदुपरि विलसद्विन्दु रूपीमकार: । 
तदाघेनादे सौ जलघवलसुधाधार सन्तान हासी ॥। 
घटचक्रनिरूपण ।। 3० |। 
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ऋण तदृध्वें पद्म दशशतदलं पूर्ण चन्द्राति शुश्रम' ॥ 40॥। 
त्रिकोण तस्यान्तः स्फुरति व सतत विद्युदाकाररूपं । 
तदन्त: शून्य तत्सकलसुरगणाौ सेवितं चातिशुप्तम ॥| 4] ।। 
सुधाधारासारं निरवधि विमुचन्नतितराम्‌ ॥ 43 ॥ 


जज ज्ञानध्यान प्रकाश: प्रथमकिसलयाकारख्पः स्वंयभू । 9 । 
तन्मध्ये चित्रिणी सा प्रणवविलसितायोगिनां योग गम्या । 2 । 
मुनिमसनरसि लसत तन्तुरूपा सुसूक्ष्मा । 3 | 
षटचक़ानिरूपणे 


अऋाफ़ यम नियमासन प्राणायाम प्रत्याहार धारणाध्यान समाघधयोषष्टावंगानि 
पातंजल योगसूत्र, समाधिपाद । 29 । 


फ््र इहस्थाने चित्त निरवधि विनिधायात्म सम्पूर्ण योगः । 
कविवग्मी ज्ञानी स भवति नितरां साधक: शान्तचेता: । 
त्रिकालानांदर्शी सकलहितकरों रोगशोकप्रमुक्त: । 


पटचक्रनिरूपण । 30 । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
इस प्रबन्ध के चित्र सं० , 2 तथा 4 के लिए ग्रंज अनाठमी' पुस्तक के तीन चित्रों से सहायता 
लेने की अ्रनुमति देने के लिए मैं श्रीमन्‍्त चचिल लिविगस्टन, एडिनवर्ग का हृदय से श्राभारी हे। 
निद्श 
,.  कुवलयाननद स्वामी, प्राणायाम, 966, 44, प्रथम संस्क रण, पोपुलर प्रकाशन, बस्बई 


2. केसरवानी, एन० एच०, दी साइंस आफ मेडिसिन एंड फिजियोलॉजिकल कन्सेप्ट्स इन एनशियस्ट 
इंडिया 974, 46, प्रथम सं० ए० आइ० आइ० एम० एस०, न्यू दिल्‍ली 


3. केसरवानी, एन० एच०, बही, 974, 47 


4. केम्ब्रिज हिस्ट्री आफ इंडिया, खंड प्रथम, 359, सम्पादक, रेपसस, ई० जे०, कंम्ब्रिज यूनिवर्सिटी, 
प्रेस 





5. ग्रज अनाठमी 973, 755, 5$वां संस्करण, चचिल लि वगस्टन, एडिनबर्ग । 


6. जग्गी, ओ० पी०, योगिक एंड तांजिक सेडिसिन, 97], 4, 67, प्रथम सं० आत्माराम एंड सनन्‍्स, 
दिल्ली 


7. जग्गी ओ० पी०, वही, 97, 63. 
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बलदेव सिंह तथा छीना, जी० एस० “साइंच आक सेडिसन एंड किजियोलॉजिकल कन्सेप्ट्स इन 
एंशियन्ट इंडिया 974, 94-95 प्रथम सं० ए० आईं० श्राइं० एम० एस०, न्यू दिल्‍ली । 


बलदेव सिंह तथा छीना, जी० एस० बही, 974, 9], 


ब्रिस्स, जी० डब्लू० गोरखनाथ एण्ड कानफठा योगीज 938, 308, प्रथम सं०, मोतीलाल बनारसी 
दास, दिल्‍ली 


ब्रिस्स, जी० डब्लू०, बही, 938, 259. 
ब्रि्स, जी० डब्ल्‌ ०, वही, ।938, 269. 
ब्रिग्स, जी० डब्लु०, बही, 938, 28. 


घटचक्रनिरूपण, आर्थर एवलान तांत्रिक टेक्स्ट. खंड 2 संपादक तारानाथ विद्यारत्न, तृ० सं० 
लूजक एण्ड कम्पनी, लंदन 


विवेकानन्द स्वामी, कम्प्लीट बवर्स आफ स्वामी विवेकानन्द, खंड !, 970, 48-49 तेरहवाँ 
सं० सपादक वुधानन्द स्वामी, श्रद्व त आश्रम, कलकत्ता 


बुड्रूफ, जे०, सर्पन्ट पावर, 958, 0, छठा सं०, गणेश एण्ड क स्पनी, सद्बास 


वृड्रूफ, जे०, वही, 958, 320. 
वुृड्रूफ, जे०, वही, 958, 6. 
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स््््छ ११8 मय का हूं-०ब हु 
विष स्ची 


दृश्य प्रकाश में ऐमीनो अम्लों का स्वतः 


ऑक्सीकररण 

दो चरों वाले प्ू-फलन के लिये फ्रियर 
श्रेणी 

(४5-८०(रप,),०9,0८ः5 के अवकरण की 
गतिकी एवं क्रियाविधि का अध्ययन 

दो चरों वाले प्-फलनना 


धातु अधंचालक प्रकार के स्पर्शों के धारा- 
बोल्टता लक्षणों पर दाब का प्रभाव 


लप्लास परिवते का गण 

धान की भूसो से कार्बोहाइड्रेट 

गेजकल्प फलन समष्टि में स्थिर विन्दु-प्रमेय 
विद्युतरोधी में प्लाज्मा अंत:क्षेपण 


नवोन संश्लेषित द्विक फ्लेबोनाइड .. 


प-फलनों की कतिपय अनन्त श्रेणियाँ 

फिल्म संघनन पर आणविक गतिज प्रतिरोध 
का प्रभाव 

सार्वीकृत बहुक परिवतत पर कुछ प्रमेय 


पारिजात के पुष्पों के प्लेबोनाइडों का 
अध्ययन 


मिट्टी के पोषक तत्वों पर सृक्ष्ममात्रिक तत्वों 
के अवशिष्ट प्रभाव का अध्ययन ॥ 


सूक्ष्ममात्रिक तत्वों की अन्योन्य क्रियाओं का 


मिट्टी के पोषक तत्वों पर अवशिष्ट प्रभाव-]त 


नरेन्द्र कुमार श्रीवास्तव 
वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 


कुसुम कुमारी, शिव प्रकाश, #ष्ण स्वरूप 
द्विवेदी एवं रणज्जय सिंह 


वी० बी० एल० चौरसिया 


विपिन कुमार तथा राम परशाद 


आर० एस० जौहरी 
एस० एस० जोशी तथा एस० एस० निगम 


के० पी० गुप्ता 


वाई० के० शर्मा 


एस० के० गुप्ता, डी० डी० बेरगे तथा एम० 
एम० बोकाड़िया 


वी० सी० नायर तथा वारुगीज़ फिलिप 


जी० के० अग्रवाल 


वाई० एन० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 


एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 


शिव गोपाल मिश्र तथा रामशंकर द्विवेदी 


शिवगोपाल मिश्र तथा रविश्लंकर द्विवेदी 
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दृश्य प्रकाश में ऐसीनो अम्लों का स्वतः ऑक्सीकरण 


नरेन्द्र कुमार श्रीवास्तव 
शीला घर संस्थान, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[प्रप्त--फरवरी 20, 976| 


सारांश 


दृश्य प्रकाश में ऐमीनो-अम्लो के स्वतः ऑॉक्सीकरण में पी-एच, सांद्रता और ताप परिवर्तन और 
ग्लूकोस, बेरियम क्लोराइड और मोनोकेल्सियम फास्फेट के योग के प्रभाव का अध्ययन किया 
गया है । 
4 05090 


अल 


#प्ा0-0चड09/00 ए शाएं00-42ंतेड कक शंतंओर अशा।,. 287 'िक्व्याकाब िप्रााक्षा' 5रपए४४2५०2 
60628 ॥9 प्राइतरापा९, एग्रांए्शाओपए एाी 3]9॥9090, ७]]809379280. 
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ऐमीनो असस्‍्लों में ० -ऐमीनो समूह जल अपघटन के प्रति शअ्रत्यन्त स्थायी होता है तथा उपयुक्त 
परिस्थितियों में ऐलीफेटिक प्राइमरी ऐमीन की भाँति आचरगणा करता है, परन्तु श्रॉक्सीकरण के उपरान्त 
सरलता से विऐम्मीनीकृत हो जाता है । वायुभण्डलीय ग्रॉक्सीजन द्वारा अम्लों का स्वतः-ऑक्सीकरण 
पैलेडियम ब्लैक, सूक्ष्म लोह चूर्ण तथा कोयला चूर्ण आदि उत्प्ररकों?) की उपस्थिति में होता है। एक्स- 
किरणों तथा पराबगनी प्रकाश/ में ऐमीनो अम्लों का प्रकाशांशन होता है जिसके फलस्वरूप ०-ऐमीनो 
समूह विऐम्मीनीकृत होता है। सूर्य के प्रकाश में यूरेनिल लवण, लोह लवण, सोडियम डाइसल्फो- 
ऐन्श्राक्विानोत रंजक४ और टाइटेनियाए! आदि प्रकाश-सुग्राहकों को उपस्थिति में ऐमीनो अम्लों का 
स्वतः ऑकक्‍क्सीकररा होता है । दृश्य प्रकाश में ऐल्युमिना, फेरिक ऑक्साइड, टाइटेनिया, जिक ऑक्साइड 


आदि घात्विक ऑक्साइडों की उपस्थिति में ऐमीनो अम्लों का प्रकाश-सुग्राहित विएम्मीनीकरण ०) 
होता हैं । 
2] 
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ऐमीनो अम्ल तथा दृश्य प्रकाश दोनों ही जीवन के लिए महत्वपूर्ण हैं। दृश्य प्रकाश में ऐमीनो 
अम्लों के स्वत:ऑक्सीकरण का विस्तृत अध्ययन अभ्रभी तक नहीं हुआ है, अतः प्रस्तुत अध्ययन इसी 
दृष्टिकोण से किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन के लिये ऐलानिन, सिस्टिन, ग्लुटैमिक अम्ल, हिस्टडिन, लाइसिन, ल्यूसिन, 
मेथियोनिन, ट्प्टोफैन तथा वैलिन सभी «-ऐमीनो अम्ल के ८/ मिश्रण प्रयुक्त किये गये। अशभिक्रिया का 
संचालन निश्चित ताप पर तापस्थापी में रखे 'जेना' काँच की बोतलों में किया गया जिन्हें 50 सेमी ० 
प्र स्थित ,000 वाट गैस पूरित उद्दीप्त लेम्प द्वारा प्रकाशित किया गया; अंधकारित प्रयोगों में 
बोतलों को मोटे काले वस्त्र से ढका गया । ऐमीनो अग्लों के जलीय विलयन में सान्द्र सतफ्यूरिक अम्ल, 
50% प्रतिशत पोटेशियम हाइड्राक्साइड तथा आसुत जल द्वारा घावित वायु, चूषित्र को सहायता से, 
20 लिटर प्रति घंटे की स्थिर गति से प्रवाहित की गई । निष्कासित वायु के साथ विमुक्त अमोनिया को 


साररणगी ॥ 


ऐसीनो अस्‍्लों का दृश्य प्रकाश में स्वतः ऑक्सीकरण 
(ताप--35"८; वायु प्रवाह ७-20 लि०/घंटा; ऐमीनो अम्ल550.9/५) 


ऑक्सीकरण का प्रतिशत 


ऐमीनो अम्ल ०0, हक 
प्रकाश घंटा 50 ॥ का आबा आता आह कप 

[. ऐलानीन .5 5.6 0.2 4.4 8.] 2].6 
2. सिस्टीन .3 5.] 9.0 2.6 6.2 [9.4 
3. ग्लुटेमिक अम्ल 0.8 3.5 7.2 0.4 3.] 5.7 
4. हिस्टिडिन 2.2 7.3 3,8 9.8 25.8 3].] 
5. ल्युसिन .] 4.7 8.6 .9 5.] ) 8.6 
0. लाइसिन .9 6.] ].4 6.3 2.] 25.5 
7. मेथियोनिन .2 6.8 8.8 2.] (35.3 8.3 
8. ट्रिप्टोफैन [.0. 4.3 8.2 ].5 ]4.6.. 7.4 
9. वेलिन .4 5.4 9.5 [3.] 6.8 20.] 


अंधकार में कोई आक्सीकरण नहीं 
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रोकने तथा निश्चयन हे तु इसे सल्फ्यूरिक अम्ल के मानक विलयन में से प्रवाहित किया गया | कार्बन 
डाइ-ग्रकक्‍्साइड का निर्माण 'किप्य उपकरगणा में संगमरमर तथा स्८! डाल कर किया गया। इसे 
आसुत जल में प्रवाहित करके शुद्ध किया गया । ग्लूकोस, बेरियम क्लोराइड और मोनोकल्सियम फास्फेट 
नवीन विलयन के रूप में मिश्वित किये गये, सिश्रण का आरम्मिक आयतन 00 मिली० स्थिर रखा गया | 
अभिक्रिया सामान्यतः: उद्यासीन माध्यम में संचालित की गई अन्यथा अभीष्ट पी-एच ज़(! अथवा १२४० 
द्वारा समंजित किया गया । 


निश्चित अवधि के उपरान्त अभिक्रिया पात्र से [0 मिली० मिश्रण निकाल कर द्वि आसुत जल 
से 00 मिली बनाया गया, इसी विलयन से कुल-प, झ्रमोनिकल-ीए तथा नाइट्रेटनीिगा2 तथा अनॉक्सीक्ृत 
ऐमीनो अम्ल का रंगमापी पर निन्‍्हाइड्ित विधि से मनिमचयन किया गया। पी-एच मापन बेकमन 
पी-एच मापी द्वारा किया गया । सभी लवण “एनालारा तथा ऐमीनो अम्ल बायोकेमिकल” कोटि के, 
बी० डो० एच० अथवा ई० मके के प्रयुक्त किये गये । 


परिणाम एवं विवेचना 


सारणी-! में दिये गये परिणामों के विश्लेषण से ज्ञात होता है कि ऐमीनो अम्ल प्रकाश में 
स्वतः आक्सीकृत होते हैं, ग्रत: अभिक्रिया मूलतः प्रकाश-रासायनिक है । अ्रभिक्निया वायु की अनुपस्थिति में 
कार्बन डाइ-ग्रॉक्साइड के वातावरण में भी यथेष्ट रूप से अग्नसर होती है । इससे यह इंगित होता है कि 
प्रारम्भिक अभिक्रिया में ऑक्सीजन सम्मिलित नहीं है। प्रक्राश की क्रिया प्रत्यक्ष ऐमीनो अम्ल अणओं 
अथवा अप्रत्यक्ष रप से जल अणुओं के माध्यम से हो सकती हैँ । प्रकाश की विकरित ऊर्जा द्वारा जल 
अ्रणओं का प्रकाशांशन सवंविदित है जिसके फलस्वरूप सक्रिय परमाणविक हाइड्रोजन तथा हाइड्राक्सिल 
मूलक उत्पन्न होते हैं (!) जिनकी और अधिक अकिक्रियायें (), (ता) और (५) संभावित हैं । 


प,0--82 (८४ ---> [8]--[०0प्त] (!) 
2 [09] ---+ 8,0, (!) 
[0प8]+प्त,0, ----> 5,0+[0,] (गा) 
[छ]|+0, --> [70,] (५9) 


अभिक्रिया (५) ग्रॉक्सीजन की उपस्थिति में ही संभव है जो अभिक्रिया में प्रॉक्सीजन के महत्व 
को स्पष्टतया दर्शाती है । अमोनिया निर्माण की अभिक्रिया निम्नलिखित अ्रभिक्रियाओं द्वारा दर्शायी जा 
सकती है : 
7९. 0प्र, (रप्त.). ए०00प्न ---- ४. (+प्ते. 2000प-+रप,- (५) 
प्त,-+प्त+ -- प्त, (एप) 
२. टप्तन 000प5-0प्न- ---> २-८प्न (0598). ८06फ्न (शा) 
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ऐमीनो अम्लों के पराबेंगनी प्रकाशांशित विएम्मीकरण में हाइड्राइक्सिल अम्ल प्राप्त होने पर/श 
इस सामान्य क्रियाविधि का सुझाव दिया गया । 
विभिन्न ऐमीनो अम्लों के स्वतः झॉकक्‍्सीजन को तुलना करने पर वर्धभान ऑक्सीकरण के अनुसार 
ऐमीनो अस्‍्लों का निम्नलिखित अनुक्रम प्राप्त हुआ :-- 
सलुटेमिक अम्ल> ट्रिप्टोफेन:> ल्युसिन>मेथियोनिन > सिस्टित >ऐलानिन>वैलिन > लाइसिन >> 
हिस्टिडिन 


नाइट्रोजत यौगिकों का ऑक्सीकरण उनके अणु मार, अणुसंरचना, तथा ८४ अनुपात पर निर्भर 
होता है । ग्लुटमिक अम्ल संभवत: डाइकार्बोक्सिलिक होने 7५ से न्यूनतम तथा हिस्टिडिन सबसे कम 
(८/४ अनुपात होने के कारण अधिकतम ऑक्सीकृत हुआ । परिणामों से यह प्रतीत होता है कि सारभत 
ऐमीनो अम्ल अ-सारभूत ऐमीनो अम्लों की अपेक्षा यथेष्ठतया अधिक ग्रॉक्सीकृत होते हैं । 


, 0%/047/0/0४-% (50 ४00:/६5) 





#&0...._. उठे 5-6 एः 92 ॥:0 
|» द 
चित्र ।-ऐमीनों अम्लों के स्वरतो आक्सीकरण पर पी, एच का प्रभाव 


0 


वक्र ।, , व, ... ।ह क्रमशः हिस्टिडीन, लाइसीन, एलानीन, वैलीन, सिस्टीन, मेथियोनीव, ल्यूसीन, 
ट्रिप्टोफेन तथा ग्लूटैमिक अम्ल 
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पी-एच का प्रभाव : चित्र-/ में झालेखित परिणामों के विश्लेषण से ज्ञात होता है कि ऐमीनो 
श्रम्लों का स्वतः-श्रॉक्स्तीकरण माध्यम के पी-एच परिवर्तन से प्रमावित होता है। ऐमीनों अम्ल के 
समविभव पी-एच के निकट माध्यम का पी-एच होने पर ग्ॉक्सीकरशा न्यूनतम होता है, अन्यथा अम्लीय 
या क्षारीय माध्यम में प्रॉक्सीकरण में वृद्धि होती है । ऐसा संभवतः समविभव पी-एच पर ऐमीनो अम्ल 
अणुओं के द्विक आयन के रूप में रहने के कारण है (५7) जिनकी द्वि ध्रवीय प्रकृति के कारण आयन 
तथा मुलकों से अभिक्रिया अवरुद्ध होठी है । 


0४, (तर (२). (00पछ--->प्रए-. (छ (१), ((०--->79,५. (लत (8). (00- 








ऐमीनो अम्ल घनायन द्विक आयन ऐमीनो अम्ल ऋणायन 

अम्लीय माध्यम समविभव पी-एच क्षारीय माध्यम 

| ' (शा) 

सारणी 2 
हिस्टिडिन के वायुमंडलीय स्वतः आक्सीकरण पर विभिन्न परिस्थितियों का प्रभाव 
(7्लूकोस, 8800, तथा 0४(छ,?९०,), की सांद्रता-0.00/) 
हिस्टिडिन- ४ ताप ऑॉक्सीकरण ५, 

अभिक्रिया मिश्रण (8) घंटा 0 20 30 40 50 
. हिस्टिडिन 0.0॥। 35% 4 23 32 4] 48 
2. हिस्टिडिन 0.] 35% 7.3 3.8. 9.8 25.8. 3. 
3. हिस्टिडिन .0 359 4.92 9.39 2.2 6.34 9.7 
4. हिस्टिडिन 0.] 45% [4.9 26.3 36.5 45.5. 53.6 
5. हिस्टिडिन 0.] कक 9.4 35.6. 48.8 6.2. 72.5 
0. हिस्टिडिन+ग्लूकोस 0.] 335 6.8 2.8 8.5 23.6. 27.9 
7. हिस्टिडिन +- 820), 0.] 357 5.5 १0.6. 5.5 9.8 23.9 
8, हिस्टिडिन --09(8,7?0,) 0. ९ 6 4.] 7.7 !7त. 4.0 6.8 


सार्रता का प्रभाव : विभिन्न प्रायोगिक परिस्थितियों में हिस्टिडिन का स्वतः ऑक्सीकरण का 
प्रतिशत सारणी-2 में संकलित है, अन्य ऐमीनो अम्लों पर भी कारकों का प्रभाव लगभग इसी अनुपात में 
पाया गया । परिणाम के विश्लेषण से स्वतः ऑक्‍क्सीकरण पर सानद्रता परिवर्तन का प्रभाव स्पष्टतया 
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दृष्टिगोचर होता है, विलयन की तनुता में वृद्धि होने पर प्रतिशत आ्रॉक्सीकरण में वृद्धि तथा सांद्रता वृद्धि 
होने पर ह्वास होता है | यह संमवतः विलयन की सांद्रता परिवतंन का प्रकाश के अवशोषण पर व्युत्कम 
प्रभाव के कारण है । 


ताप का प्रभाव : सारणी-2 में लिये गये परिणामों के विश्लेषण से ज्ञात होता है कि ताप 
परिवर्तन से स्वतः ग्ॉक्‍्सीकरण की किया प्रभावित होती है, ताप वृद्धि से श्रॉक्सीकरण में वृद्धि होतो 
है। प्रकाश-रासायनिक क्रियाओं पर ताप परिवर्तन का प्रभाव संभवत: ह्वितीयक प्रभिक्रियाश्रों की गति 
में परिवर्तन के कारण होता है, ह्वितीयक अभिक्रियायें उष्मीय होती है और अ्रन्धकार में भी हो सकती 
हैं अतः ताप परिवतंन से प्रभावित होती हैं । 


निरोधकों का प्रभाव : सारणी-2 में संकलित परिणामों के विश्लेषण से ग्लकोस, बेरियम 
क्लोराइड तथा मोनो-कैल्सियम फास्फेट के योग का स्वतः ऑक्सीकरण पर निरोधक प्रभाव ज्ञात होता 
है । अवरोब शक्ति ग्लूकोस> वेरियम क्लोराइड> मोनोकैल्सियम फास्फेट के वर्धमान क्रम में पायी 
गयी । ग्लूकोस का अवरोधक प्रभाव संभवत: ऐमीनो अम्लों के साथ ग्लूकोसाइड बनने के कारण है।ए), 
ऐमीनो अम्ल के ऑक्सीकरण पर लवण के योग के गति पर द्वितीयक लवण का प्रमाव पड़ता है जिससे 
विलयन की झायनिक शक्ति और अंततोगत्वा आयतन की मात्रा प्रभावित होती है, बेरियम क्लोराइड 
की अवरोधक क्रिया संभवतः इसी कारण है। मोनोकल्सियम फास्फेट की अवरोधक क्रिया संभवत: 
ऐमीनो अम्ल के फास्फोरिलीकरण होने के कारण होती है ॥ 7?! 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
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४०।. 49, ० 4, (0८८०७९/, [976, 738०5 303-30 


दो चरों वाले प्ल-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी 


बाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 


संत्रयक्त गणित अनुभाग, प्रौद्योगिकी संस्थान, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राप्त--मार्च 9, 976 ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में दो मूलभूत समाकलों का मान निकाला गया है जितसे कौला द्वारा प्रयुक्त 
समाकलों का सार्वीकरण होता है। इनका प्रयोग हमने दो चरों वाले चार समाकलों के मूल्यांकन के 
लिये भी किया है | इन समाकलों को सार्वीकृत फलन के लिये फूरियर श्रेणी की स्थापना के हेतु प्रयुक्त 
किया गया है । बहुत से ज्ञात फल हमारे फलों की विशिष्ट दशाओं के रूप में हैं । 


कस्‍फडतबटा 


ए0प्रानंश' 5९०5 07 घ-पिालांणा ्॑ छशि० फ्वांक65... 29 ९. प. ए7:3580 870 ४. आंवततव्॒षां, 
4390606 (6(॥४९०॥0 05 5९८07, ्रडताएं॑8 जी प९टएाण099, उिक्याकाव8 मय एप्राएटशाप, 


[0 ॥06 छा68९॥ 08007 ए७ #8ए6 €एक्ाप्रध86त (ज० 9880० 76879/5 जरगी 807८79/86 [76 
पाल्ट्राधड एडटत 97 हब्पाश, जल ॥98ए० फिपिलः प्रडषत॑ गिरा क्‍0 6एथपथा० 0फए [राल्ष्ठाः98 ॥- 
ए0णं।ह म-पिएलांगा ती ए०0 एथ79005... 70686 गराव्श्ञाधंड 9ए6 2067 0५80 (0 8६8४477087 [6 
ए०प्रापंश' इधांड3 007 ऐ6 एथकालाधार९०त पिला, 6 78808 096 ए९टशथाएपए 9ए ि्वपरा/8] 
878 76 एवापएप्रॉ्वा' 28९९४ णी 0प्रा ८88... 3550 6 76875 09272०6 97 (३७०२०४८६, 7), 
[65९एमा 5, छ्_वएथाशओ, एशा४ीक्याश धात॑ शीक्ाण एशा 586 86€6!पट९९ ॥0मा 0प्रा' #28णॉ8 ० 
896८4 2708 [6 9ध्ाक्ा6678. 


4..प्रस्तावना 


इस शोधपत्र में द्विगुण मेलिन बार्नीज प्रकार के कंट्र समाकल को दो चरों वाले क्न-फलन के रूप 
में अभिहित किया जावेगा और इसे निम्न प्रकार से परिभाषित एवं प्रदर्शित किया जावेगा: 
47 2 
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! रे] ((/,, ०४१३ “#()/ हे 
था (0५: 95 29,)) 


करा 
275 
773, हक (८: >»/2)/ 
232 42 ((49,/ 00,)) 


का की | 


हि 
>तका' ५, (५, 0 000१० कक. 6.7) 


(२८, है -- ४) 2! 





.। 


जहाँ 


५ | 
ह 7(0-॥३४-#॥) 7 7(-०+०४-+-407) 
/न्च्य न 





(४, 8) 5 हर ही 
2 अ/(-- 8 -38+ ही !) । हक ।॒ (6; - ०४ -- “.॥7) 
हे सम (3 कल 


ल्१+ 3 


7779 7792 
 7(४/-8;9) /४7 7(-०+9») 
0 ॥ न्ि 








8,(3) -+ 

५2 4५2 
 7॥(-4/-9,७») ४625 »)5) 

87779+ /. [57257 

एवं 6,(7) प्राचल (2;, 5)) के पदों में परिभाषित है, (/:, 7)) तथा », 9 शून्य के तुल्य नहीं हैं और 

रिक्त गुणनफल इकाई मान लिया गया है । अनृण पूर्णांक 93, 79 2835 43 4४ 483 #फ हाक्र 7835 फ 7 

४3; ऐसे हैं कि 0<%<% 0:/॥<8 0<€78< 783 0<#9<:439 0<.॥#५<:493 05:/78<:49 ' ग्रीक 

अक्षर ।,8, », 3, शथा अंग्रेजी के बड़े अक्षर 4, 2, 2, 7 ये सभी घन हैं । 


कंट्र 7, “तल में दवैं और अपने लूपों सहित --४०० से 77० तक विस्तीर्ण है और यदि 
प्रावश्यकता हुई तो श्राश्वस्त करता है कि 7(४/-9 ७») (१, 2, --७ हक तथा 7(9/-/8/8--8॥7), 
(#>5, 2, ..., 72) के पोल कंदूर के दाहिनी ओर तथा 7९(] -4]+8४न-4॥), (#7577, 2, -- 3 | 
और 7(--2:+9)9), (75-, 2, ..७ 79) के बाई ओर पडें । इसी प्रकार कंट्र 7., #-तल में द्वै और 
अपने लूपों सहित --7० से +7०० तक विस्ती्ण है और आवश्यकता पड़ने पर आश्वस्त करता है कि 
7(6/ -8/8-29/), (75, 2, ..., ५) तथा 7(7(-२ै४), (75, 2. -.*/४१8) के पोल कंटूर के दाहिती 
ओर तथा र(--4+वा5+4॥0, (75, 2, ....ह8), र(-०+2, (४₹5]५ 2, ...ढ., ४५) के बाई 
शोर पड़े । 

इस प्रपत्र में हम निम्नांकित संकेतनों 


प हम | [(६/7५ 6 /१9/ < /)/ >, 9 
235 47 ((0॥75 जि445 893)) हें 
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का उषयोग यह दिखाने के लिये करेंगे कि ... द्वारा प्रदर्शित श्राचल ठीक वंसे ही हैं जसे (-4) में #(«, 9) 
के । यही निम्नलिखित संकेतों के लिये भी सत्य है: 


-“-“- “८ कु 


शक ] ए 22४ २2 | तथा, की, |. ४२ 
29 पर॥ 42? “५2 । हा ही । ((6/,५ 5 ५३)) 
. ५2४५४ / | (६७ 799) 


संकेत ((6/,, ०५३० /५)) प्राचलों के समुच्चय (८,, ०५५ 43), (499 ०७ “9)---(4५७७ १#:० /4) के लिये 
तथा (७, 2) दो चरों वाले अ-फलन के लिये झाया है जो (-) में ॥/5-0 रखने से प्राप्त होता है । 





प्राचलों के अन्य प्रतिबन्ध दो चरों वाले क्न-फलन के ही तुल्य हैं । इन्हें मित्तत तथा गुप्ता”! ने 
विस्तार में दिया हैं । 


2. हम निम्नांकित समाकलों की स्थापना करेंगे 


) 2(2+/2+३)2(»+ $) 
208 70/005 3/)+९(8॥ 309)47+ ८08 --+ नकल उतर 
कट ४ हम मु का 2 (7+72-+/5 7 ) 


%८ ०47 (2 हु $)५ (-५/?), (-/7-+3)ै 
हे हक -/#+3), (3); | 


बशरतें कि 7(2/ +-)>0, 5(20, +) 0 तथा 9550, [, 2... 


(४) | 7 ञं। (2#+-)0(०08 0)% (87 0)% धं0-- कम रस कक 
ह 7(#+ शिनीशिण 5) 7(४+ ) 


दे (03+), (--7). (-/+#); 
हद 2 (5) 


बशर्तें कि 7(७-+)>0, 7(०२+)2>09 तथा #-0, , 2, <«- 


त (2-2) 


(0॥) | [(008 0/2)% (॥॥ 0/2)20 ग्रा[[&(०05 0/2)%(7 0/2))79, 9((००08 8/2)26 (87 0/2))%4] 40 द 


हा 2 पारा ) (3-2; #, ). (3-- 235 /4५ /८4)५ (4५, , 2 89] “/,)) 
<न॑ 0५ / 4] ( 76 लत 9 व्निः /्फि ८-+- /८4); ((045 9५ 84,)) 
सता हि के] ' (2*3) 


था ध्या कं 44%: 23 “व ऋ ० जार अनभमबज 


उललल्‍कज्मक्स, अमन» आर. कक की 
पलाम्याकान कील 
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बशर्त कि. २(20--2#०-+-2/:8-+-)>>0, 720, +2#/०--2/:.8-- )>>0 तथा 0< 60<€:थ 


(५) हे 008 90(०05 ३0)%९(थ। 3027 म्[>(०05 ३9)2(87 ३09))29, #((०05 ३0%(४॥ ३09))%%] 46 
छ 


5 लत रक तरल )॥ 
नो (3)/ ” ! 


्, 4 मय ) (औ-7-/2, /$ /८)५ ((०५]५ 6 /,5 “//2,)/2 (४-/7-72 + 99 /#, /7) 
(2 40५ [ गा ५ 4 “| 2; | न, /न- /:3), (2५.५ 3५.५ 24, )) 





(24) 
बशतें कि 7(2/--2#०--28/ +)>0, 2(2/+#7०--2/:०--)0 तथा #--0, , 2, ... 


(५) शा (2# --)0(005 0)%7(श7 0)80 क्र[-((०05 0)%#(श7 0))76., #(००5 9):%(४7 0))2४7] 40 


शक हे (-7)/४(- /+-9)४ 


ठु (27 न ). 
5० ७! 
ड का | +का (-/377; /#, /4), ((०/,५ ५/॥७ “/]) 9 (-7777/-+-7 +- है / /0) 
' 2नी2फ गनीपा | (-/-/-थिनाई, /-+/ै, /-- /८), (९५,, 94,, 99, )) 
हर पं हि लत पे ० ४, 27 
| (2*5) 


बशते कि(७, --॥/०--/६8--):>0 तथा #--0, , 2, ... 


उपर्पत्ति 


(2"4) तथा (2:2) की उपपत्ति हेतु हम ०05 270 तथा आ। (2/--)0 को ००05 6 एवं आंत 8 
के वात में असार करेंगे, प्रसारों को (2-]) तथा (2-2) के समाकल्य में रखेंगे और प्रत्येक पद का मान 
गामा फलन की सहायता से निकालेंगे । निम्नांकित सूत्र का भी उपपयोग करेंगे 

7? | न्यू एः 7 7! 4 (2 न ] ) 4 ( ६ 2) 
(22)5--2ै * अर दी के पन्ना अल शक कक जिल< कदर म: पफकह 
7(22७2४८7 7७) 7(४+3); 7(४-#+-)-(--)7 जा 

(23) को सिद्ध करने के लिये (23) के समाकल में आये दो चरों वाले //-फलन के लिये द्विगुण 

मेलिन-बार्नीज़ प्रकार के कंटूर समाकल को (-]) में से प्रतिस्थापित करेंगे । समाकलन के क्रम को 
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पारस्परिक विनिमय करके आन्तरिक समाकल का मान गामा फलन की सहायता से निकालते हैं और इस 
प्रकार से प्राप्त समाकल की व्याख्या (-]) की सहायता से करते हैं। परिणाम (2-]) तथा (2-2) के 
द्वारा इसी प्रकार अनुसरण करते हुये परिणाम (2-4) तथा (2-5) भी प्राप्त किये जा सकते हैं। (2-3) 
में दिये हुये प्रतिवन्‍्धों के कारण समाकलन तथा संकलन के क्रम परिव्तंन अनुज्ञेय हैं । 


3. इस अनुभाग में दो चरों वाले #-फलन के लिये निम्नांकित फ्रियर श्रेणियों की स्थापना 
की जावेगी । 
(6) ((008 ३0)2झ॥ ३०)१व म[[(००5 ३9) १(ञ7 ३ 0)%, >((०05 १0)%(॥ ३0) 8))] 


हम 


हा, 2 न गाय ) (डे “४ 0, /, /:), (है 7 /24५ 25 /८7), (4५, ५ 6 8 ]5 “8, )) [ 
2 + 2 प4,/ | (+/ 77 23५ शि हा / न /54)५ ((24,3 29, 5 284, )) ' 
चला (ये ४० 2! । 


था ्ट । कर हक | 
। 

| 

। 


अनननगगन, कनिजन अन्‍्ममनाकात, 


जलाना 


4 हर | 9 (206 “27 33 -/7- 9) 


न 48 [4 ५००0० (3)+ / | 
| । #क 4 नीम ) | (६--7--/3५ रै7; ८), ((4/,, ०/]५ 4/, ))५ 
2नी0) “4: / (7-/27--/2 ४५ #, /) 
(श्र ("४-/-7#फ 7+/, +/ 7) (०५, /४७,, फैक्ष)) |, ' | 005 70. 


डः:ससस ना 76253 अनार 


के - न" ]। 


(3-) 
बशर्तें कि 7(2/--2#०--2/:8 + ] 2709, (20:-+-2/7० +2/:8-+- ) 20, 0<:0<+# तथा 7550, 4, 2, ... 
() ((००8 0)#(ञ॥ 0)70, क्र[:((००08 0)%#(ह॥ 0)/व, 24(०05 0)%(शं॥्र 0))%#] 


७: ८ __ रु 
न ह| (2/+-) | ठ् ( का उजल कप #-- 2)% 
750 ॥75-0 | ॥॥/ ! 
2 १८4 
हे हु प्र 5 । ( “7 (247 7, /5 /4); (०५, ५ 6&/.,$ 4/#,) (5 (ह #-- 2 +7#-+-डै, 4, /:) 
2न+2, कैका'. | (-“7/-9- (97939 / +/7/:-+/८3), ((09, | 39], 24, )) 
>< | 





2, » || भं० (2+-+)0 (32) 
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बशर्ते कि 2(०, +#०+थि8-+ ) 0; 0&0#, / 50, , 2, -:- 
उपपत्ति 


(3.0) को सिद्ध करने के लिये, माना कि 
* /(9) - ((०05 30)? (आ॥ 59))70 #[5((005 30)%/(8॥ 30))79, ४(०08 $0)*6/7 $0))2/7] 
(3-3) 


->3(-- 2 (५, 008 00 

0 हा 2 ९ 
अब (5-3) को ? तथा » के मध्य की सीसाओं में 8 के प्रति समाकलिन करने पर तथा परिणाम (2-3) 
का उपयोग करने पर ८, प्राप्त होगा। पुनः (3-3) में दोनों ओर ०05 ४8 से गुणा करने, 0 से 7 तक ० के 
प्रति समाकलित करने, (2-4) तथा कोज्या फलनों की लाम्बिकता का उपयोग करने पर 


८ _2 7 (-2)/( 27 + 9) 
के . ग्रा किस (3), रथ ! 


हे न मत ] (2 “>> 7 --+ /249 0, (4), ६(६/,५ 6 (9. ५ “/]) । (४-४? "2 नि 3५ ॥, /८)) | 
2+799 वाट | (८7-#7/9 /नैप, +-9)(0॥,५ 24.5 29,)) 


न __ 2) 


् 


>( 7 





(35) 
बशततें कि 7(2७--2#2--2/:8--) 0, 7(2/9+2/7०+2/2/8--) 22053 तथा ४-50, , 2, ... 


(3-4) में ८, तथा ८५ के मान रखने पर हमें फ्रियर श्रेणी (3-) प्राप्त होती है | फूरियर ज्या 
श्रेणी (3-2) को इसी प्रकार परिणाम (2-6) की सहायता से स्थापित किया जा सकता है । 


॥880५ /* 


विशिष्ट दशायें 


(0) यदि हम (2-) में ०,--0 रखें तो हाइपरज्यामितीय फलन ३/४समानीत होकर »/१५ हो जाता 
है। तब योगफल को ५7, (4, 8, ८; )ल्‍--7(८) 2_(०--०--9)/7(० - ०)7(०--9), /'((०--०४--2):>0 
द्वारा लिखा जाता है । और अधिक सरलीकरणा पर यह 


( 008 7990(005 39)? 40--7 (22 -- )/27?27"* (५ / -- ) (4*[) 


में समानीत हो जाता है बशर्तें कि 7(७)>-3, तथा #-0, , 2, ... जो मैकराबर्ट/ध का ज्ञात फल है । 


+ /0) के लिये ड्िकक्‍्लेट के प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं क्योंकि यहु ४70 8 तथा ००४ 8 का फलन है । 


दो चरों वाले #-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी 309 
(00) (2-) में ४-50 रखने पर तथा ऊपर की भाँति अग्रसर होने पर 
008 70(आंा। 5979 46-०7 (204 -+ )/ ५8 -:72)/</7/ ,.(9-:/22-7) (4-2) 
बशरते कि 2१(०,)>>-३3, तथा 9750, , 2, ... जो स्नेडन ?7 का ज्ञात फल है । 
(7) 2550 तेथा ०,७>-#5-/2 , रखेंने पर (22) 
| आंध (20+])60(॥ 00% 7/-7क्ीय[जु-# )र०/करोपक)7छ-/ 7)... (3) 
में समानीत होता है बशततें कि ॥(3--2/):>0 तथा #-0, , 2, ... जो मंकराबर्ट//! का फल है। 


(0५) (24) में ॥, ८-/5-४८550, #7570 रखने पर तथा गामा फलन के द्वितयी सूत्र का प्रयोग 
करने पर कौल/४ का फल प्राप्त होता है, अर्थात्‌ 


४ 008 70(0०08 ३89)?" प्र[5(०05$ ॥99)%४, 9(008 30)56] 40 
0 


( 0, [+का.. | | (-29, %#, 200, ((०/,, ०७, 49,)) 
+कफ टैनैवार (हर, है, 0, (७, हि, की।)) 


नत्2रित्र | दा 


बशतें कि 7(2०+ 2/०--27:8-- )>>0 तथा ४-50, , 2, .. 








५ 
| 


(५) यवि हम (2-4) में 0, 5#॥ चंद ८००0 तथा /००#-८७#75-0, /55--/, /ं5०-# 
मानें तो हमें कौल/7 का फल प्राप्त होता है अर्थात्‌ 


[ ००8 70(०05 ३0)? प्र[४(005 ३0)?5, 7] 40 
0 


# अं 9 आप 


प 4-79 (-207, 2/0), (८५, ८] 


सन 27424 है ०4 गे न्‍ 
/ 70 कक 24 का (6 को (+क2:0,/0 वह 


के निलकनलम--भा िनसननन»-+-न अिधलननन जनम. क्निजील 


बशरतें कि 7(2/” --20--)->0 


तथा [ ००४ 70(४7 २9)-%/ प्र[॥(आ३0)-, 9)] ८0 
0 


:340 


वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 


ढ 
हर -+77, । का । (- 2०-४2, #) ((०५,, १/,))+ (।--2+/0, /) हु 
(३ 


[ 
>> तर ; | / हे रँ हैँ 
(3) | 24 2449 / | (३-४९ #+ (४५ क,)) (--०/, ४) 


मिल ली ब्लड ना नज+ धर । 








बशर्ते कि 7८ (०'+#'०)<३ 
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(४&-0०(एप्त,);8छ,0८द?* के अवकरण की गतिकी 
एवं क्रियाविधि का अध्ययन 


कुसुम कुमारी, शिव प्रकाश, कृष्ण स्वरूप द्विवेदी एवं रणजञूजय सिंह 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


| प्राप्त--अप्रेल 7, 976 ] 
सारांश 


ए#८(ा) द्वारा 05-00०00प,),9,00% के भ्रवकरण की कोटि का अध्ययन रंगमापीय विधि 
द्वारा किया गया है. । प्रत्येक अभिकारक के सापेक्ष अभिक्रिया की कोटि एक है। छदुम प्रथम कोटि 
स्थिरांक (४ :,) का मार्ने 20? से ० पंर 54-5 ५८ 0-*, 257 से० पर 80-] / 0-» तथा 30? से० पर .02 
»0-थ मिनट है । ७४, ७ प्र एवं ७5 के मान क्रमशः 2*49 कि० क०, :88 कि० के० तथा 
_62-47 कैलारी प्रति अंश प्रति मोल पाए गए । अशभिक्रिया की प्रस्तावित क्रियाविधि दी गई है। 


37४7८ 


डवेए रण फाशीएड श्याएे  गार्लाशांगा छा #सवाटां०0 रण टलंड-ए०0रप्७,)॥5,0९९%, #87 
प्रष्णा द्वारका, औाछ80 शित्वा7850, दि एंडत09 3ज्रापए जिज़ाफ्लटतां 40 रक्ाद्षांशं 9020, (6078- 
तए ॥2069थाए7767, एफर्टआंए ए #9॥9090 


वृ॥6 76 एणी 7805०707 0० 065-6०(0घ,):95,00(# एज #&(!) ४88 96४7७ ॥7ए68084/60 
००077664ए.,. पएफ्माठट गंदा ण 768९०7 शांति 768596० ६0 ९8९०) ॥640 ६77 75 प्रयाए, 7॥6 
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क्मांग 20 30९0, पफ़6 रश्यपढ३ रण 67, ७ मन 800 0७१ ]396 96०॥ 00प्रात 4[0 96 2*49 ६६०६] 
065 |-887९08] घरा0]8-77 70 -- 62:47 ०8, 86277 70700677,_ उ्नह 796ट०।8ए७ंडआ ० 06 ए6- 
80707 ॥88 06९7 8प2288866 


कोबाल्ट के पेन्टामीन एवं हेक्सामीन जटिलों के अवकरणा का विस्तृत श्रध्ययन 7“ तो क्रिया जा 
चुका है किन्तु कोबाल्ट के ठेद्रामीन जटिलों का अ्रध्ययन बहुत ही थोडे वज्ञानिकोर7४ ते किया है । 
प्रस्तुत कार्य फेरस आयन द्वारा मोनोक्लोरो मोनोएक्वोटेट्रामीन कोबाल्ट (ता) क्लोराइड के अवकरण की 


गतिकी एवं क्रियाविधि से सम्बन्धित 
873 : 


कुसूम कुमारी तथा अन्य 


॥422. 


| सा धू है. हट () 


(744॥ 


। / 
। >/ 20/ 
(-/!.५१४७ 
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८ ४४] 


“&77 (/0//2//(०2७०2 
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4. वए 5 झ्श६ कटरा ६. अक-कके शोक पते -प८ कं पाा>कषतीीकामाआ->जफ-कपफपकटरे. ९॥००ए2एफएा2२१24ै::ववप्मयदकाकापाह जा पक 3. 
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गतिकी एवं क्रियाविधि का अध्ययन 33 
प्रयोगःत्मक 


काबनिटोटेट्रामीन कोबाल्ट (गा) क्लोराइड के निर्माण हेतु छा)प8(&7) भ्रमोनियम कारबोनिट, द्रव 
अमोनिया तथा कोबाल्टस क्लोराइड का तथा मोनोक्लोरो मोनोएक्वोटेट्रामीन कोबाल्ट (गत) क्लोराइड के 
निर्माण हेतु 8 (५7२) हाइड्रोक्लो रिक अम्ल प्रयुक्त किया गया। मोनोक्‍्लोरो-मोनोएक्वोटेट्रामीन कोबाल्ट 
(77) क्लोराइड के अवकरण के लिए ई० मर्क (050२) फ़ेरस रुल्फेट प्रयोग में लाया गया । 


काबनिटोटेट्रामीन कोबाल्ट (तर) क्लोराइड जारगरेन्सन/ विधि द्वारा तैयार किया गया। 
मोनोक्लोरोमोनोएक्वोटेट्रामीन कोबाल्ट (]) क्लोराइड हाइड्रोवलोरिक अम्ल की क्रिया: द्वरा तैयार 
किया गया । 


प्रत्येक बार प्रयोग करने से पहिले फेरस सल्फेट का ताजा विलयन बनाया गया। यह विलयन 
पोटेशियम डाइक्रोमेट के प्रामारिषक विलयन की सहायता से '-फेनिल ऐन्प्रेनिलिक अम्ल को सूचक की 
तरह प्रयोग करके प्रामाणिक बनाया गया। 


अ्भिक्रिया की गति जानने के लिए रंगमापी विधि से विभिन्न समयों पर विलयन के प्रकाशीय 
घनत्व की माप की गई । 


प्रिशाम तथा विवेचना 


ट्रांस-"०(पप्त,),8,000%* का अवकरण सिस-समावयव के अ्रवकरण से तीत्र होता है।2। सभी 
प्रयोग #८() की विभिन्न सांद्रताओं पर किए गए । प्रत्येक दशा में अभिक्रिया के छद्म प्रथम कोटि के 
निश्चयन हेतु ४७९) को सांद्रता अधिक रखी गई । छद्म-प्रथम कोटि स्थिरांक (६,) का मान निकालने 
के लिए --08 (2/-2०) और समय (/) में आझ्लालेख खींचा गया (चित्र ) जिसमें प्रारम्भ में तीज 
ढाल पाथा गया | अवकारक की उपस्थिति में सिर एवं ट्रांस समावयवों के बीच साम्य नहीं रह जाता है 
और एक नया साम्य स्थापित होता है अतः बक्र का प्रारम्भिक भाग सिस एवं ट्रांस दोनों समावथबों का 
अवकरणरणा दर्शाता है जबकि वक्र के बाद का माग केवल सिस-समावयव का ही अ्वकरण प्रदर्शित करता 
है। प्रस्तुत शोध पत्र में प्रारम्भ में कम पाठों के कारण ट्रांस समावयवों के अवकरण का अध्ययन 
करना सम्भव नहीं हो सका है। 


सिस-ट्रांस समावयवता के अ्रतिरिक्त विलयन में जटिल का धीरे-धीरे एक्वीकरण (७0प०(०07) 
होता है-- 

९०0ए्,),8,002% - पछ,0->200घपच,),(8,0),४ 0- 
परन्तु ऊपर दी हुई अभिक्रिया अ्रम्लों की उस्थिति में अत्यन्त धीमी गति से होती है तथा अन- 


एक्वीकृत जटिल की तुलना में एकक्‍्वीकृत जटिल बहुत ही कम क्रियाशील होता है | श्रतः यह विलयन 
में ज्यों का त्यों उपस्थित रहता है और इसलिए ॥), में से 7), घटा कर मान निकाला जाता है।] | 


34 कुसुम कुमारी तथा अन्य 


उपर्यक्त ढंग से 20", 25" एवं 30? से० पर निकाले गए वेग स्थिरांकों का मान सारणी | में 
अंकित है । छद्म-प्रथम कोटि स्थिरांकों का मान #८() के प्रारम्भिक सांद्रण पर निर्भर करता है 
परन्तु मोनोक्‍्लो रोमोनोएक्वोअमीन कोबाल्ट (ता) की प्रारम्भिक सांद्रता पर निर्भर नहीं करता । प्रत्येक 
अभिकारक के सापेक्ष अभिक्रिया की कोटि एक पाई गई । छद्म-प्रथम कोटि स्थिरांक का ए८() के 
सारणी 
एलता)-25900-थ५0 [पटा]र05 ः 
0भ2007)]/. &>08 करता... ६ 08 कग-! . २ 040 ग्रांपर? 


20" से० पर 25" से० पर 30? से० पर 
60-0 55-70 79.0 0:89 
500 अटल 806. .._0:98 
40-0 52:24 80.6... . :09 
350 53-74 फ्क्ब 0-98 
30:0 55-27 80-4 ]-5 
25-0 54-54 80-5 -04 


माध्य >473 80-] [|"02 


अल ककक ? 23: ल-0०८३५०३क ० फ (अत+कथक्‍नता की लितनि नपिन अयता रा $ ५ कहे हे ०) ७० ०6३3० #म९क के कक ०8०». आइकअत-तोकिलन4+जपावलकाक०+न& ३१3०७ ३३०७ ५काततबिकात॥ह +०क ७8 ल्‍20॥ #कतपतातथ ७, ६४७९, रह ७४१4 ५२६० 8४४॥- ०५ 


सांद्रण के विरुद्ध आलेख खींचने पर एक सीधी रेखा प्राप्त होती है जो >-अक्ष पर भ्रतःखण्ड काटती है। 
यही अंत.खण्ड सिस-एवं ट्रांस समावयवीकरण स्थिरांक /, का मान देती है। इससे पता चलता है 
कि सिस-(०(एफ्च,):०,0५% का श्रवकरण दो प्रकार से होता है : एक में तो सिस-समावयव का सीधा 
अवकरण होता है। दूसरे में सिस का ट्रांस में समावयवीकरण होता हैं जिसका कि शीघ्र ही अवकरण 
हो जाता है (चित्र 2) । सिस-समावयवीकरण स्थिरांक का मान 5-5.८0-» मिनट पाया गया । 
(चित्र पिछले पृष्ठ पर देख ) 9 


सारणी 2 क्‍ 2 
[0०(00)]-50:0 0-5 (७, [पछ८ा]-०-50 १(, ताप 20" से० 


ााााआाा४७७७७७७७७७७/ए"शआआआआआआशआआआआआआआआआआआएएएश॥॥90॥॥॥७एएए७७७/॥/॥/॥७/ए॥॥/७0७/७/८"/"श"श/श/श/शशशशशशशशशाभा आकलन अल लाल अल अल चल था भा जजज नजर मक कक जी अल नीनीकन कलर वकील कल की जल 
'24933+033,8%७५७+व शक पाना पर», तनननना न न ननकन५»3++++«3०+नन काना नननन- मनन पतन मनन नल जल का पान रन कक नर भन्‍म कल कर कै >ना»३०. 
कप 





[0गूए०(ता)]५ द्रदा0ध्ययय... ४ घ्व्ति पंप ग्रात- 
0-0 265... .._ 2-08 
5.0 34-5 .. क$933 
20-0 44-5 ... ]-950 
25५0 द 54*7 अर 7.960 
300. . 63-3 5 926 
350: . _74-8 .... ... 980: 


माध्य -968 


उक्त 4 फेर ++ कु कट न 


है ०४ 
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मा] 


सारणी 3 में वेग स्थिरांकों के वे मान दर्शाये गए हैं. जो ४8290,, 2750, तथा, ९8(८ की्‌ 
उपस्थिति में प्रयोग करने पर पाए गए । स्पष्ट है कि इन लवणों की सांद्रता बढ़ाने पर वेग स्थिरांकों 
मानों में वद्धि पाई जाती है। ए३)९0, तथा 7753, के साथ मोत' लगभग एक से हैं. जब कि २४९८ 
की उपस्थिति में ये मान कम हैं और यह कमी २४८। की उच्च सोांद्रंता परं॑ विशेष रूप से प्रंकंट 
होती है 


<' 
बन बन 


मी व आम, 
“सारणी 3: 


[0०0४प्च))((8;00#]>50%:व# कप व" पह :- 
जुल्ब्नुन्5 00% [घ्रटा>05 0, २0१ से० 


_  फहफहफह्७- 3८: र “टौ्॒पपहपहफैफफकभभऊ”ैड पएपझि।[: 
सांद्रता 2 70207 7 ३ आय का के पक हे 0 
मोल/लीटर २०५७७, | 2750, ०८ 


222 ३ ३२४२... &>आ»ओ कि: जज -_-_-_्“न्‍-०्ान्‍जपत+ल्‍>त++++त_त37+3>5त्स्‍त3तञ+-+++5५++नघपपपपपपज"प"।"।"।भ "तप": 
..................००००५७५५.५५७००००-नन«»न»नभम---नमम न» # नमन “कम मम क+ का विकनन 
बडे ते « कक 0४५ 7 
है ४; 8 
छः 


0:00 5455... 548 2020 
35 ०0 0 का अप 
की 7 हआ का कम हत ती उ सनम: के कि 5 हो लत 

0:04 6 5, ० मक्का 27 -उप्रवीहाा: 
गा मम आम आम 
हक 4005 7 766 आक- बकक कओ। 6 पक जे वाई के | जिहिल 7 

हम 755... 500 «र्विशक्रिवद: वह का "फिही5, ८ 








सक्रियकरण ऊर्जा ७४८, एन्थाल्पी /प्लर एवं संक्रियकरण की एन्ट्रापी ८8“ का परिकलन भी 
किया गया है। वेग स्थिंरॉकों' के: लघृगणक को (/7) के विरुद्ध झा खित करके 5 की मान और 


//7 
“7०8 ऋक , “को पर के विरुद्ध आलेंखित करके- (४7 और /४* का-मात्त ज्ञात क्रिया. गया । इस 


वक्र की प्रवणता से / घर का मान तथा अंतःखण्ड से ७७ का मान ज्ञात होता है। ७४, /७ घन और 
5८ के मान क्रमशः 2-49 कि० कैलारी मोल 2,..-88.कि० कैलारी-मोलए तथा- --62/47- कलारी 


-* मोल हैं । 


कोबाल्ट (गा) जदिल तथा फेरुस आख़त में अभिक्रिया निम्न.ढंग से दर्शाई जा सकती- है-- 


# ७ ४ 2 


ह्ंस-0०0पमं,),8,00% २-द्ांस-0०(0प,॥9,0८टा+ 
| । 
ए०ता) ॥ (६७. धीमा... , ... ण[र7) | ८; तीव्र 
0००()-+7४०(गा) 0०(7)+7&० ता) 
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गतिकी की दृष्टि से पश्च क्रिया स्थिरांक £. महत्वपूर्ण नहीं है क्‍योंकि ट्रांस-जटिल द्वारा 
ग्राक्सीकरण की क्रिया काफी तीज होती है । 


यह सम्भव है कि 7७(॥!) का जल अपघटन हो । निम्त दो साम्ग सम्भव हैं भौर उनमें से दूसरा 
साम्य अम्लीय माध्यम में विद्यमान होगा : 


ए८१+ +]9,0ल्‍-7०(08)+ -+ प्र + 
४०(08)+--प,0ल्‍-7०(0प9),+ प8+ 
इस प्रकार जठिल से क्रिया होने पर 5०४+ बनता है: 
0०0भपल्‍च,),9,00%-+-४०(08)+->7४४ -+- ८४-+0०0घप्च,),त,007+ 
मिस से ट्रांस में बदलने के साम्प पर भी अभिक्रिया का दर निभेर करेगा। 
निर्देश 


. पारकर, ओण० जे०, तथा इपेन्सन, जें० एच०, जने० अमे० केसि० सोसा०, 964, 9], 968, 


2, इपेन्सन, जे० एच० तथा वर्क, जे० पी०, जने ० अमे० केसि० सोसा०, ! 965, 87, 3280), 

3, लिंक, आर० जी०, इनआरंग० केमि०, ]9:0, 9, 2529. 

4... गुन्थर, पी० आर० तथा लिंक, आर० जी०, जनें० अमै० केमि० सोस॥०, 969, 9], 3769. 

5. पटेल, आर० सी० तथा एन्डीकाट, जें० एफ०, जने० अमे० केसि० सोसा०, 968, 90, 6364, 

6: इपेन्सन, जे० एच०, इनआरणगे० केमि०, 965, 4, !2!. 

7. क्‍ डिबलर, एच० तथा तोबे, एच०, वही, 965, 4, 029. 

8. कैंडलिन, जे० पी० तथा हाल्पने, जे०ण, इनआरगै० केसि०, 65, 4, 766. 

9, केंडलिन, जें० पी०, हाल्पने, जे० तथा त्रिम, डी० एल०, जरन० अमे० क्ेसि० सोसा[० / [964, 86, 


[09, 
0. एन्डीकोल्ट, जे० एफ० तथा तोबे, जे० एच०, जर्न॑० अमे० केसि० सोसः०, 964, 86, 86, 
[!. इपेन्सन, जे० एच० तथा बांग, श्रार० टी०, जनं० असे० केमि० सोसा०, 97], 93, 380. 
82. पारकर, ओ० जे० तथा इपेन्सन, जे० एच०, जने० अमे० केमि० सोसा०, ]969, 9, 968, 


3- हिक्‍्स, के० डब्लू०, ठापेन, डी० एल० तथा लिंक, आ्रार० जी०, इनआरगे० केमि०, 972 
4, 30. 


4. कारडेला, एच०, तथा हेन, ए०, इनआर रगै० केमि०, 970, 9, 500. 
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6. 
[7. 
8. 
9. 


20. 
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हरबट, एम० तथा गोद॑मिर, जी०, जनें० अमे० केमि० सोसा०, 970, 92, 7532. 
कंडलिन, जे पी०, तथा हाल्पर, जे ०, इनआरगे० केमि०, 3965, 4, 086. 

हेम, ए०, जने० अमे ० केसि० सोसा०, 964, 86, 2353. 

कोपले, के० डी० तथा मिलर, आर० आर०, प्रोसी० केमि० सोसा०, 963, 306. 


0 (.07ए79/शाशाओंए8 47656 जा 70 श24ण0 6 7.7९0०6४०वे एफशाओंशा'फ. मेलर, जे ० डब्लू०० 
935, 4, 86 (लांगमैन्स, ग्रीन एन्ड कं० लंदन ) 


वही, बही, पृष्ठ 666. 
कोसाब रो, ओ०, बुले० केमि० सोसा० जापान, 972, 45(3), 947. 


४ []2॥93 ?ि870क्‍5936 #॥0०53॥4/8॥ 72074 /9 
५४०!. ॥9, |४०. 4, 002८0008७/,, [9776, 29265 39-323 


दो चरों वाले छा-फलन ना 


बो० बी० एल० चौरसिया 
गरिगत विभाग, एम० आर० इंजोनियरी कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त- मार्च 3], 976 | 
सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य दो चरों वाले झ-फ़लन सम्बन्धी समाकल प्राप्त करता और इसका उपयोग 
कतिपय प्रसार स॒त्रों की स्थापना करना है। ये फल होरा” द्वारा दिये गये फलों के सार्वकिरण हैं । 
050८ 


(9 ह6 पर-छिालांणा ण॑ ० पाकर, 27 ५. 8.7., (ब्यावर, ॥96एक्षापराला। 
।(/277905, ७. 7२. 7228॥607782 (0]]682, उएपा. 


पु॥७ क्ांए (73 छाठछग 99% 45 00 ठ#/थ्ा) 80 ांव्शाओों [70ए0[एंड मनपिएएत 0 (ए्ञ० 
एदा8003 ब्रात वाएं0ए ॥0 ९४4979॥ 5076 छएक्याईइंणा णि्रपो8 [07 6 ऑन-फप्रिणी07 र्णा 
90 फद्धा।4065,.. ॥6 7९5पाॉ8 क्षाठ 6 इथ्ालबेटका005 07 76 768प8 डॉएशा ॥ [2]. 


3. प्रस्तावना 


मित्तल तथा गुप्ता द्वारा प्रचलित दो चरों वाले #-फलन को निम्त प्रकार से प्रदर्शित एवं 
परिभाषित किया जावेगा: 


3, (273 725 (20४, ४) 


प्‌ (६, ४ 4,५ 2) ढ़ (८५५ (+)5 (८५, 9») 
(27५ ८8) स्टार, (2, 6), 6 (72५ 0) 


2 (8/; 58 9 4.) * (4८ 2 420) 3 (035 470) 


“(2%)7 |, [,, १0५ 29700$2(% 2 29 क 42, 


| 
760 - क&-+ 47-+-:५2) 
री] ; न्च्ये 
बहा. 6 जातक नकनकरतनरनन नल विलेन कर के ले 
ु हक /(६६- 4४५७-32) 77 7( -- 8 +-8/9+7./<) 
लत ज 2्न्नो 
3.7 4. 
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ध गए- 209) 77 7(]--०+ ९7) 
ध्ल्ल्ज 


$,(9) 22 कक शशि कक 7: 5002 कान कह एल अर कर पलट व िबंप पक गहरे 
र्य (! रे न 429) 4 /[2 | 9 9) 


धन्त्ग + 


है 4 
4 /((6-४#») री २(]- ८; + ४52) 
# 40, 





९ 2(2) <२ 


 70-6#काण 7 (४-०) 
इलन 34+--. 


2, ,29 शुत्य के तुल्य नहीं हैं तथा रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है। ॥, 5, ॥ #, ॥, |? 
4, 26, ४, # तथा 2 ऐसी अनुण संख्याय हैं कि 
0<]<8, 72>0, 054, 05:77: 9, 05: < (0, 05-5८. / 


तथा 4, 2, ८, 70, £, #, 7? तथा £ ये सभी अक्षर धन हैं । 


कैंट्र 7, तथा 7/ को उपयुक्त परिभाषित किया जाता है और समाकल्य के पोलों को सरल मान 
लिया जाता है । 


फलन का 2,, 2) के द्वारा वश्लेषिक फलन प्रदर्शित होने के प्रतिबन्ध तथा (]-]) में समाकल के 
अभिसारी होने के प्रतिबन्ध मित्तल तथा गुप्ता [3, 9. 9 प्रतिबन्ध ()--(श)] ने दिये हैं । 


समग्र प्रपत्र में यह मान लिया है कि ये प्रतिबन्ध इस प्रपत्र में आये दो चरों वाले 77-फलन द्वारा 
तुष्ट होते हैं | (४५, 4|,, 70५) से अनुक्रम (6, 4५, र) -.. (4५; ४७9 29) का बोध कराया गया है । 


42 समाॉकल 


| त-श- का एो म्(-२0% 20-२४ 4 


व्ा2/ 
ै [८ ४--१ (7४-7४ 
के इज जब 


([--#--४/2, 8 70, (4५, 4५, 20.) : (०५, 0५); (०७; 29) 
(98 23 0), (----//2, ॥, /),( --# +9/2, /, 6) : | 
(५, 20/); (/#, ४), 


(2-) 


2५ 


+29 (7, ॥), (37, 2) के 
सं $+3, (2, ६)» #+5, (2, ९७) 

<+ 

9 





जहाँ 272,(0 + #व4॥70+ 77) > | है, ४ |, 75!, ..., हा; /55, ..., 27 


दो चरों वाले ए-फलन-7/ 32] 
उपपत्ति 


(2-]) को सिद्ध करने के लिये हम (-) में से द्विगुण मेलिनबार्नीज समाकल को (2-]) के 
समाकलल्‍य में आये फलन के स्थान पर रखते हैं। समाक्लन का क्रम विनिमय करते हैं, श्रान्तरिक समाकल 
का मान ज्ञात फल [!, 9. 36 (6)] की सहायता से निकालते हैं और इस प्रकार से प्राप्त समाकल की 


व्याख्या (!:]) की सहायता से करते हैं । 
3. प्रसार सत्र 
(]-->) रण मा (--४४)१, 2/(--%१)*) 


ला रत ४) (2/+ 4) 
नल 2 (2--४ + /)7 (--४--/) 
मन न-४)| २ --+->८-- 
0 28 2 2 


(8:, 2॥, 2.6), (--४#--7/2, £, /), ([--%# +#/2, £, /) : 2, (2), 
(4५, 2049); (/0+ 22) 


7-+2, (7), 72) , (0/, 2४) 


23 | ([--#>-४/2, 8, #), (4५, 4५, #५): (2५, ०/); (०७, </) 
2८५, (७, ०), ++०» (४, ०) 


(3-4) 
(2-) में दिये गये प्रतिबन्धों के भ्रन्तगत बंध है । 
([-->2)० प्(2,([--%४))7. (2३(] --2*)) 


डर 27(7-7/)! 
ब्लड नञापा/प।ैपैपभप”ण:उ् हद 7 
750 (9-7)! 7: लत हि शल्त्राा 5 कर ) / (७०) 


([--#--7/2, 8, 77), (०६, 45, ७) : (०५, (५): (८९ | 








(6 9, 7.) ( ४--०५/2, /॥, /:), (| ४४--9/2, ॥ /) 
(६९५ 4/20) (05 470) 


(3*2) 





7 अर (772, 77), (2४, ४) 
2 $+2., (/, 4) 2 (25 (2) 
रू 


(2-]) में दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत बंध है। 


4.8 + 090 ५9 % 
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(3.3) में दिये हुये प्रतिबस्चों के श्रस्तगत वैध है । 


बे क [2 । एक बहुज्ञात कैम्पे-द-फेरी फलन/ है । 


(3-]) तथा (3-2) के फलों को (2:) तथा (2-2) की सहायता से होरा/7 द्वारा दी गई प्रविधि 
से स्थापित किया जा सकता है जबकि (3-3) तथा (3-4) के फलों को (3-]) तथा (3-2) में दिये गये 
प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा प्राप्त किया जा सकता है । 


विशिष्ट दशायें 


हम देखते हैं कि (3-), (3-2), (3:3) तथा (3.4) सूत्रों की विशिष्ट दशाय प्र/चलों के विशिष्टी- 
करण से प्राप्त होती हैं जिन्हें होरा/! ने हाल ही में दिया है । 


हमरे फलों की अन्य कई रोचक विशिष्ट दशायें प्राप्त की जा सकती हैं। 
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धातु अधचालक प्रकार के स्पञ्ञों के धारा-बोल्टता लक्षणों पर 
दाब का प्रभाव 


विपिन कुमार तथा राम परशाद 
राष्ट्रीय भोतिक प्रयोगशाला, नई, दल्ली 
[ प्राप्त - मई 7, 976 | 
सारांश 


घातु-अधंचालक स्पर्शों के घारा-वोल्टता लक्षणों में एकाक्षीय दाब निर्भरता के कारणों पर 
विचार करते हुए अधंचालक पृष्ठ अवस्थाओं के लिए विभिन्न वर्तमान सिद्धान्तों को प्रायोगिक अवलोकतनों 
की व्याख्या के लिए उपयोग करने का प्रयत्न किया गया है । 


3504८ 
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७० 72007. 
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पूर्व प्रपत्र में !! यांत्रिक धातु-अर्धवालक स्पशों के धारा-बोल्दता लक्षणों पर दाव के प्रभाव 
का प्रायोगिक अध्ययत किया गया था। इस प्रपत्र में दाब के प्रभाव की व्याख्या के लिए इस कल्पना पर 
केन्द्रित किया गया था कि धातु तथा अधंचालक के बीच यांत्रिक आकाश की मोटाई दाब लगाने से कम 
हो जाती है। साथ ही, अ्रधंचालक पृष्ठ पर बनी ऑक्प्ताइड की नेसगिक परत कीं मोटाई भी दाब बढ़ने 
पर कम होती है । इस प्रकार यह संभावना व्यक्त की गई थी कि ऑक्साइड परत तथा यांत्रिक आकाश 
की मोटाई कुल मिलाकर इतनी होती है कि दाब लगाते पर उसमें से इलेक्ट्रॉन का वहन सुरंगीकरण 
प्रक्रिया द्वारा होने लगता है जो दाब बढ़ाने पर अधिक हो जाता है । इसके अतिरिक्त यह प्रायोगिक 
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अवलोकन भी दिया गया था कि अधंचालक की प्रतिरोधिता कम करने पर धातु-अ्रधेचालक स्पर्श, 
अपेक्षाकृत कम दाब लगाने पर ही श्रोमिक बन जाते हैं । 


वर्तमान पत्र में इन सभी प्रायोगिक तथ्यों की अन्य संभावित व्याख्याएं की गई हैं। विभिन्न 
संमावनाएँ निम्न छूंखला में व्यक्त की गई हैं: -- 


कै 
छः 


दाब-प्रतिरोध पर पृष्ठ का प्रभाव । 


2. ताप तथा दाब का पृष्ठ अवस्थाओं पर प्रभात्र । 


3. श्रशुद्धि सांद्रता का पृष्ठ अवस्था स्थानीकरण' पर प्रभाव । 
4. पृष्ठ जालक स्थिरांक का पृष्ठ अवस्था स्थानीक'रण पर प्रभाव । 


5: पृष्ठ अवस्थाओं में लघु-परास-विभव पर दाब का प्रभाव । 


]. दाब के धातु-अधेचालक स्पर्शों पर ग्रसामान्य प्रभाव के लिए यह आशंका कर सकते हैं कि 
अधघंचालक पृष्ठ पर दाब-जनित-प्रतिरोध, समष्टि में दाब-प्रतिरोध की अपेक्षा अधिक हो । लेकिन इस 
धारणा को सोचान्सकी इत्यादि) ने गलत बताया है और सैद्धान्तिक रूप में सिद्ध किया है कि पृष्ठ 
पर दाव-प्रतिरोध, समष्टि में दाब-प्रतिरोध के लगभग बराबर है । 


2. दूसरी संभावना यह कि दाब का प्रभाव पृष्ठ अ्रवस्थाओं के कारण है। पृष्ठ श्रवस्थाएँ तीन 
प्रकार से कार्य कर सकती हैं :-- 


(अ) पाश-केन्द्र की तरह, जिनमें वाहक बद्ध अवस्था में हैं और जो धारा-संचालन में 
योगदान नहीं देते । ऐसे केन्द्र उपस्थित होने की संभावना अ्र्धचालक पृष्ठ पर फर्मी तल के नीचे 
अधिक है । द 

(ब) पुनमिलन केन्द्र की तरह, जो इलेक्ट्रान-छिद्र के पुनमिलन के लिए एक माध्यम की तरह 
कार्य करता है। यह केन्द्र धारा-संचालन' में योगदान देता है। ऐसे केन्द्रों की उपस्थिति की संभावना 
अधंचालक पृष्ठ के फर्मी तल के आसपास अधिक है। ऐसे केन्द्रों को हम अधंपूरित अवस्थाएँ भी कह 
सकते हैं ! द 


(स) सामान्य-अ्रवस्था केन्द्र जिन्हें अपूरित अवस्थाएँ भी कह सकते हैं। ऐसी अवस्थाओं की 
उपस्थिति की संभावना धारा-वाहक पट्ट (जेंसे चालकता या संयोजकता' पट्टठ) के अग्रों के निकट श्रधिक 
हैं । ऐसे केन्द्रों के साथ जुड़े वाहक समष्टि पट्टों तक पहुँच रखते हैं श्रौोर इस प्रकार सामान्य अवस्था 
केन्द्रों को समष्टि पट्टों के साथ अ्रतिव्यापी अवस्था में कहा जा सकता है | इस प्रकार के केन्द्र पुनमिलन 
के लिए कार्य कहीं करते बल्कि यह धातु से अधंचालक में सुरंगीकरणा प्रक्रिया द्वारा प्रवाहित वाहकों के 
समष्ठटि पट्टों तक पहुँचने के लिए एक माध्यम का काम करते हैं । 
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ताप का प्रभाव : यह परिकल्पना कर सकते हैं कि तापमान कम करने पर अतिव्यापी केन्द्र 
(स) पुनर्मिलन केन्द्रों (ब) में, तथा पुनर्मिलन केन्द्र (ब), पाश-केन्द्रों (») में परिवर्तित हो जाएंगे 
क्योंकि ऐसे पृष्ठ अ्रवस्था केन्द्रों से जुड़े इक्लेट्रॉनों की ताप ऊर्जा कम हो जाएगी । 


दाब का प्रभाव : इसी प्रकार यह मान सकते हैं कि दाब बढ़ाने पर पाश केन्द्र (अर) पुतमिलन 
केन्द्रों (ब) में तथा पुनर्मिलन केन्द्र (ब) अतिव्यापी केन्द्रों (स) में परिवर्तित हो जाएंगे | इसका अर्थ 
होगा कि दाब बढ़ाने पर वाहक का पृष्ठ अवस्था पर स्थानीकरण कम होता जाएगा लेकिन वाहक के लिए 
सुगम्य केन्द्रों का घनत्व बढ़ जाएगा । 


धारा-वोल्ठता घात नियम : 


लाम्पर्टओ ने #--/--#* संधि में श्रल्प संख्या वाहकों के द्वि ब्रंतःक्षेपण के लिए सिद्ध किया है 
कि यदि अंत:क्षेपित वाहकों का पुर्नाभलन उस अवस्था में हो जब अंतःक्षेपित वाहकों की संख्या, 
समष्टि में नेंज वाहकों की संख्या कम है, तो घारा-वोल्टता लक्षण घात नियम 7००7£ का पालन करते हैं । 
जब पुनर्मिलन करने वाले अंतः:क्षेपित वाहकों की संख्या, समष्टि में विद्यमान नेज वाहकों की संख्या से 
बहुत अधिक हो, तो धारा-वोल्टता लक्षण 7०८०४ नियम का पालन करते हैं। लाम्पर्ट की उपयु क्त 
2-/-#7 युक्ति को यहाँ घातु-अधचालक स्पर्श के लिए रूपांतरित किया जा सकता है। इस प्रकार 
यदि नेंज अधंचालक ( प्रदेश) को अंतर पृष्ठ दिक्‌ू-आवेश प्रदेश में बदल दें तथा पुनर्मिलन के लिए पृष्ठ 
अवस्थाओं को उत्तरदायी मानें तो घारा-वोल्टता के लिए उपयुक्त घात नियमों को यहाँ ठीक मान 
सकते हैं। जैसा क्रि पूव॑ प्रपत्र में प्रतिवेदित है, घातु 7-प्रकार सिलिकन स्पर्श के लिए धारा-वोल्टता लक्षण 
कक्ष ताप पर ॥०८४"४ तथा तरल वायु ताप पर 7०८०4 की तरह है । # का मान .5 तथा 3.] होने की 
व्याख्या इस प्रकार कर सकते हैं कि कक्ष ताप पर पुनर्मिलन केन्द्रों का घनत्व तरल वायु ताप की अपेक्षा 
कम है क्योंकि, जेसा ऊपर कहा जा चुका है, ताप बढ़ने पर पुतमिलन केन्द्र (ब), केन्द्रों (स) में बदल 
जाते हैं । अत: तरल वायु ताप पर प्रवाहित धारा केवल पुनर्मिलन केन्द्रों के माध्यम से है जबकि कक्ष 
ताप पर यह प्रवाह पुनर्मिलन तथा केन्द्रों (स) के माध्यम से है। दाब बढ़ाने पर पुनर्मिलन केन्द्रों का 
घनत्व बढ़ता है और इस कारण कक्ष तथा तरल वायु, दोनों तापों पर # के मान में वृद्धि हो जाती है । 
अधिक दाब बढ़ाने पर पुनर्मिलन केन्द्र, (स) प्रकार के केन्द्रों में बदल जाते हैं ग्रौर तब ? के मान में 
कमी होती चाहिये, जेसा कि लगभग ओमिक स्पर्श बनने पर होता है। 


3. अशुद्धि सांद्रता का पृष्ठ अवस्था स्थानीकरण पर प्रभाव 


फेयरबायने ने सैद्धान्तिक रूप में यह सिद्ध किया है कि अशुद्धि सांद्रता बढ़ाने पर, अधेचालक 

में पृष्ठ श्रवस्था अशुद्धि इलेक्ट्रॉन में अन्योन्यक्रिया के कारण पृष्ठ अवस्था पर स्थानीकृत इलेक्ट्रॉन का 

स्थानीकरण कम हो जाता है। चूंकि धातु-अधेचालक-प्रकार के स्पशों में घारा प्रवाह अप्रत्यास्थ सुरंगी- 

करणा के कारण है, जो प्रष्ठ अ्रवस्था के माध्यम से होता है, ग्रत: पृष्ठ अवस्था इलेक्ट्रॉन का स्थानीकरणः 

होने से यह अवस्थाएं श्रप्रत्यास्थ सुरंगीकरण के लिए सक्रिय हो जाती हैं। अप्रत्यास्थ सुरंगीकररा प्रक्रिया 
87 5 


328 विपिन कुमार तथा राम परशाद 


को ड्यूका' के प्रपत्र से अच्छी तरह समझ सकते हैं जहाँ सुरंगीकृत इलेक्ट्रॉन प्राचीर में सतत 
विधाओं को उत्तेजित करता है तथा अ्भिनति बढ़ाने पर और अ्रधिक अप्रत्यास्थ वाहिकाएं खुलती हैं । 


इस प्रकार पूर्व प्रपत्र में ग्रवलोकित इस कथन की पुष्टि होती है कि अशुद्धि-सांद्रता बढ़ाने पर 
ओमिक स्पर्श अपेक्षाकृत कम दाब पर ही बन जाता है। यहाँ एक आशंका व्यक्त की जा सकती है कि 
क्या स्वयं अशुद्धि ही अघेचालक पृष्ठ पर एक असामान्य केन्द्र का कार्य कर सकती है ? अर्थात्‌ क्‍या 
पष्ठ पर अ्रशद्धि की आयनीकरणा ऊर्जा बढ़ जाती है ? इस आशंका को टैपट 77 ने निर्मल सिद्ध किया है 
और | प्रकार के अर्धचालकों के लिए यह सिद्ध किया है कि पृष्ठ पर अशुद्धि आयनतीकरण ऊर्जा का मान 
समष्टि की अपेक्षा कम हो जाता है। अतः स्वयं भ्रशुद्धि ही पृष्ठ पर (ब) तथा (स) भ्रकार के केन्द्र 
नहीं बन सकती है । 


4. पृष्ठ जालक स्थिरांक का पृष्ठ अवस्था स्थानीकरण पर प्रभाव 


अर्धचालक पृष्ठ पर जालक स्थिरांक में समष्टि की अपेक्षा कमी होने के विभिन्न प्रायोगिक 
तथा सैंद्धान्तिक प्रमाण मिलते हैं । राइमर// के अनुसार पृष्ठ ऊर्जा को धनात्मक रखने के 'लए परष्ठ पर 
जालक स्थिरांक में कभी होनी चाहिए। फिलिप्स / के अनुसार भी पृष्ठ पर जालक स्थिरांक कम 
हो जाता है । 


न्यूबजर/० ते सैद्धान्तिक रूप में यह सिद्ध किया हैं कि पृष्ठ जालक स्थिरांक बदलने पर पृष्ठ 
अवस्था में परिवर्तत हो जाता है । इस प्रकार यदि पृष्ठ जालक स्थिरांक में परि ्तेन किया जाता है, 
जो दाब लगाने पर संमव है, पृष्ठ अवस्था ऊर्जा बढ़ जाती है, अर्थात्‌ , पृष्ठ भ्वस्था में वाहक का स्थानी- 
करण कम हो जाता है । इसी प्रकार स्टेरिलका/)] ते दिखाया है कि पृष्ठ परमाणुओं में कूलॉम तथा 
अनुनाद-समाकलनों में पा वर्तत से, जो यहाँ दाब लगाने से भी संभावित है, पृष्ठ अवस्था अस्तित्य तथा 
पृष्ठ ऊर्जा में परिवर्तेन हो जाता है । इन प्रपत्रों से यह परिणाम निकाल सकते हैं कि एकअक्षीय दाब 
से पृष्ठ अवस्था से इलेक्ट्रॉव का स्थानीकरण कम' हो जाता है । 


5. पृष्ठ-अवस्थाओं सें संभावित लघु-परास-विभव पर दाब का प्रभाव 


दाब के प्रभाव की व्याख्या के लिए एक श्रन्य संभावना यह है कि यह्‌ प्रभाव अधंचालक पृष्ठ पर 
उपस्थित लघु-परास-विभव वाले दोषों तथा पृष्ठ अवस्थाओं के कारण है। जैसा कि चिनी इत्यादि? ने 
दिखाया है, पृष्ठ पर विरूपण दोषों की संख्या बढ़ाने पर दाबन-सुग्राहिता बढ़ जाती है। फ्रिट्श?* के 
आर्सेनिक निषेचित जरमेनियम के समष्टि प्रतिरोध पर दाब के प्रभाव के अनुसार, प्रतिरोध कम होने का 
कारण आर्सेनिक श्रशुद्धि में एक लघू परास विभव का होना है। अमी यह दिखाना बाकी है कि पृष्ठ 
अवस्थाओं तथा विरूपण दोषों में लघु परास विभव का अस्तित्व है या नहीं । 


उपयु क्त विश्लेषण से यह अनुमान होता है कि धातु-अधंचालक स्पर्शों में दाब का प्रभाव पृष्ठ 
ग्रवस्थाओं अथवा अंतर-पृष्ठ विरूपण केन्द्रों के कारण है । 
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कतज्ञता-ज्ञापन 


प्रयोगशाला में समुचित सुविधाएं उपलब्ध कराने के लिए लेखक, रा प्ट्रीय भौतिक प्रयोगशाला 


के निदेशक डॉ० ए० आरण० वर्मा के प्रति कतज्ञता प्रकट करते हैं। एक लेखक (विपिन कुमार) परमाणु 
ऊर्जा विभाग, बम्बई द्वारा अनुसंधान फेलोशिप प्रदान किए जाने के प्रति आभार प्रकट करता है । 


0. 
. 


कै: 
3. 


निर्देश 
कुमार, वि०, राम, सी० तथा प्रसाद, रा०, प्रकाशनाधीन । 
सोचान्स्की, जे०, लागोव्स्की, जे० तथा मोराव्स्की, ए०, सरफेस साइन्स, 97] , 25, 552 
लाम्पर्टे, एम० ए०, प्रोसी०, आई० आर० ई०, 962, 50, !78 । 
फेयरबायने, डब्ल्यू० एम०, सरफंस साइंस, 97], 25, 587 
मासेर जियान, जे०, जरनल आफ वेक्यूक साइंस एन्‍्ड टवनालाजी, 974, , 996 


ड्यूक, सी० बी०, सिल्व्संटीन, एस० डी० तथा बेनेट, ए० जे०, फिजिकल रिव्यू लेटर्स, 967, 
89, 35 


टेफ्ट, डब्ल्यू० ई०, सरफस साइंस, 973, 34, 08 

राइमर, टी० बी०, न्यूओबो सिमेंटो सप्लीमेंट, [957, 6 सीरीज हु, 294 

फिलिप्स, जे ० सी०; सरफंस साइंस, 974, 44, 290 

न्यूबजेर, जे० तथा फिशर, सी० झार०, फिज्ञिका, 975, 79, 350 

(ए) स्टेरिलका, एम०. सरफस साइंस, 970, 9, 38 

(ब) स्टेरिलका, एम० तथा वोजसीन्चोस्की, के० एफ०, फिल्लिका, 966, 32, 274 
चिनो, के० तथा आरियोशि, एच०, जनें० मेथ ० फिजिक्स, केम्ब्रिज, 968, 7, 30 


फिदशे, एच०, [॥एआं08 ० 8005 8६ साहा ?6४5प्रा७ संपादक : टोमिजुक्रा, सी० टी० तथा 
एमरिक, आर एम०, (ऐकोड्मिक प्रेस, 965) 


४]7]372 ?3757206 /४705374॥3॥ ?9६॥८& 
४०. 49, 4५०. 4, 0८:0096॥ ।976, ?३४०५, 33 -334 


लेप्लास परिवर्त का गुण 
आर० एस० जौहरी 
गरितत विभाग, शासकीय महाविद्यालय, कोटा (राजस्थान ) 
[ प्राप्त--मार्च 2!, 975 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य संक्रियात्मक कलन के द्वारा एक प्रमेय की स्थापना है जो सामान्य 
लक्षण का है और प्ा-फलन में प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई फल प्राप्त किये जा सकते हैं । 


५3059 घ26 


(58 8 ए70छशाए ण ,3ए93९९ एशारई्ईशणा, 87 २.8. 300७7, 72९9876॥( ०0 ४६६८ ६005, 
(0एथशपर (१0॥6286, 5६0०7 (२४/४४-॥97) . 


प्‌. 596० जी (935 ए2००४ 78 0 €४2०0॥|॥॥ 8 (60767 09 पारतंा३ प्५&७ 0 कुशबााणां 
०दव0प्रए5.,. ४6 (४९०९० $$ 0 इथाशा'ह दाशा3०6ा 8च9090 ६९एश४ 7257॥8 ०8॥ 026 07०9760 0५ 


3962०ंब्रारां72 (6 एथ-थ्ा]6श5 व म-जपिएा0॥5. 
4, भूमिका : 


सक्सेना) ने ॥(7) तथा 72,(0/)80) के लेप्लास परिवर्त का सम्बन्ध दिया है जब 2,(6) द्वितीय 
प्रकार का संशोधित बेसिल फलन है । गोखरू2 ते इस फल की सहायता से कुछ समाकल ज्ञात किये हैं । 
प्रस्तुत शोधपत्र में संक्रियात्मक फलन की सहायता से एक प्रमेय स्थापित किया गया है । 


संक्षेपणा की दृष्टि से केवल कुछ ही रोचक उपप्रमेय दिये गये हैं । 
फलन 70) के लेप्लास परिवर्ते को 
४(205% |, ४/“/()०: 


समीकरण द्वारा दिया जाता है जिसे हम सांकेतिक रूप में (४): हारा व्यक्त करते हैं । 
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2. प्रम्ेयथ : 
यदि ४(2)7:/( ४7) (2*) 
तथा (9) उ7# 8, | 2] 9 (४) (2-2) 
77,/+7. ]-- ०, ), ही । 
तो ४(205% |, /00(2+207 8.0५ 6: दर हैः हा । पी) 





बशर्ते कि समाकल अभिसारी हो, 2(४)>0, 7(०)>०0 तथा [/(४)| और (07 म्् | ॥ 9) |/0) । 


के लप्लास परिवर्ते का अस्तित्व हो । #-फलन को निम्न प्रकार परिभाषित करते 


8 [67% (हक शक) 


7 78-२6. 770-०/4 “;£) 
को है 





मा के ># 4६ 


24४ 7-४8, + 8४) 7 4 (था -- 4६) 
ध्यान 


का 8८8 कह । 


जहाँ रिक्त गुणवफल को इकाई मानते हैं, [€| ७; 0<#<#, समस्त 4 तथा » घन हैं, “ उपयुक्त 
के लिये कंटर है जो 4 (0/-2;£); 7 --, 2, ,.., »#ऋ के पोलों को < (7 “ 4/+-48) यदि /+>], धर की 
से पृथक करता हैं। श्रर्थात्‌ 


4/(8,॥ हि 9)-20/(4 #ओ) 
(2, ॥70, , 2, ...; ॥+, ..., शा 7, ..., थ)) 
उपपत्ति : 
(22) से 
00 द 77237) /) 
न: [7-४ -!? ( २ 
795७ | ०* आगमन 5] 70% 


तथा (2-[) से हमें निम्नांकित प्राप्त होता है 


९४(/) +२। | ॒ 27% 028 


(|) 5-7 | 7?-]१ ८-४ प्र? | /ः ५ । | 67% 7 (७) 2४ 


लेप्लास परिवर्ते का गृण 


या $( 29)5% || 20 ०५ | (न ८77:/+ण कट 





(०, 4) 
(७ ७9)|% 


अ्रथवा ९(2)5/ | “(७) (9++)7 ४० पक 





8 7० 9५ ) (६, ४4) 
(8, 2) | हे 


ै 2. 
जहीं | 2 जग ऊँ )>0 यदि /554, 2, «७ है? 


| 878 ०| << )7>>0 जहाँ हैचन 2. 4:- < 4:-- 2. 8:-- 2 7 


/ न । है न्यो+] 
सम्प्रयोग : 


")557०१ लेने पर 


877+ उलट ० 9777*55५( 7) 





कक 0 (4, .4)] के (०) कि, ८ [-/, )(4, 4) _ 
तथा हि रत । ॥ 89) | 6 5 522 ४7 | (2, 8) न-५१( |) 


प्रमेय के सम्प्रयोग से 


[०० ५... ४. हकाी।! 6, 
| &?-“(४+>) 7 क्र. | 
* 0) 





([--/9, 4), (6, है रा 




















हाय 5 करे (8, 8) 
___/० 2, ध+7 [० (--/, 4), (४, <) 
23 7+ 3, ४ ए (8, 3) 
आया, १) न 
जो. - /पए्य०क. “कं ,<0, ०-३० | भा ० |<< ठ 73 ते+70, ०0 के लिये वैध है । 
(2*4) 
तब (2-4) से 
77, 7+ 73 ([--/2, !), (6, ८४) < 
४ _«_ द 
(7+शओेश्म,+ 5 |; 8 2) । का मेलिन परिवते प्राप्त होता है । 
उपप्रसेय ६ 
8. यदि ॥(7)-70) तथा 4:--#३5--! समस्त 7 तथा के लिये एवं 
मा 7, ॥४ ८4५ <-.-., ८/ 
(7) 77 0... ञ [कर 2 टी (28 
__ पड _0 (८20 दिये [35 --/2, 6;, 4५, ...५ » | 
तो $(/0)7४ | एलेक+>) मना ग हा) धं 


(प्र-फलन 6-फलन में समानीत होता है ) 
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यदि /0(7)7>0, 7(०) 0 (2*5) 
बशर्तें कि समाकल अ्रभिसारी हो तथा 


| ञै 5 ७ के १ ये | सा ब्क 
|/(0) | तथा 77१6, [भा कि के ९(४) के लैप्लास परिवर्त का अस्तित्व रहे । 
प ; ै | 3.2 5 [ 


केढ के 


तर, ॥ में #--2, #--0,/--! तथा 5-2 रखते पर हमें निम्तांकित फल प्राप्त होता है : 


पदि (7) 77४) 





तथा. $(7)0ल्‍770 3 ///0०-०- ७#॥ फ्रा,,(/0४(0) 
67 धर 
992 ।( ॥, ८/ “४ 
रु थि 0 ् 9 ( 
जहा ब्व(निा0ज८ट)]4 तथा कारन 2-75 
गे. ०७ | /(0/+श7 ० | ४१ ० 
हर पक 0 ४ घ2[0+% 2,८ 
क ४४ ][ (-७/, १), (०, !) 

नम नर 22 तन 

या 8(205% | (2(2+2)” 2: | 8 706, 2) | ध; 





गम ठः [--0, --८ 
ग्रथवा. ९(४)75% | 2)(2+%)” ०,, 2 +<| मी | धं 


हक || [ (०७ | फ 
या $(४9)5% कक | ॥ जील0(9 नाक) ४(2+70, 2+% 2+765 -7(2772))4: 
(20) 
कृतज्नता-ज्ञापन 
लेखक डा० आर० क० सक्सेना का अमारी है जिन्होने पथ प्रदर्शन किया । 
निर्देश 
. सक्सेना, आर० के०, $. ॥४।॥॥8. ७779]20, 96. 847, 54-57. 
2, गोखरू, डी० सी०, ?6#प९शाका शक्वा।शा4708 67, 27 7785. 2. 


ध/[[3803 शिब 5394 #&७538॥06॥3॥ 73६7463 
५०!. ।9, ६०. 4, (0८८006/, |976, ?222०५335-336 


धान की भरी से कार्बोहाइड्रेट 


एस ० एस० जोशी 
रसायन विभाग, शासकीय इंजीनिर्यारग कालेज, रायपुर 
त्त्या 
एस० एस० निगम 
रसायन विभाग, सागर विश्वविद्यालय, सागर 


[ प्राप्त--अप्रेल !, 976 | 


सारांश 


मध्यप्रदेश की देशी सफरी किस्म की धान की भूती (वसाविहीनीकृत) में भार के अनुसार 
लगभग -4%, कार्बोहइड्रेट होते हैं। पत्र क्रोमेटोग्राफी द्वारा इसमें ग्लूकोस, फ्रक्टोस/ गैलेक्टोस, रेमनोस, 
सुक्रोस तथा एक अन्य अनपहिचाना आलिगोसकेराइड की उपस्थिति क्रमशः 2-3-7, 6, 4*4, 2-9, 
25-9 तथा :5%, ( मानक ग्लूकोस के रूप में ) पाई गई । 


30४90 


8 ग्रता& णा ट्गाफणाएकब(€९5 ० णए्रब इीएन शात्रा, म7 8. 8. उठआं, ॥269कए/था 
णी (आढ्गांड-ए, 00एशपफ्शाला एग€्टूढ . णएण शाशापव्शााड कातएं ॥8८टा70089, रिक्वाएपा' 870 
6, 5. ॥२४७॥७, 26ए4पा०ा॥ ए (एाल्यांडएए, 5िधप्रडक्ष एग्राएशआप, 8882. 


('४7900ए07902९5 ०0596 800पफा 4 '4% ए/ज़, 0ी 06 लीका0ए[ए वडाए9ए: णी 6 (84- 
60 692ब उद्यांण्द ताक जी तंलइडं इक एशांडए णी १७१॥ए9३ ?2780९50. 249० णा09ा027979770 
(९०7णांवुएट5 ए72ए23९6 ६४6 7#728७7086 ० 00086, #प८/056, 84/80056, एक77056, $प्रशा 086 
870. ०076 प्रगंवल्गांगट6 590 90599 ०णी 30 ०080 (67)-880ए0॥4॥706 ०. एक प०5७ 0:39, 
0-34 ॥7 #न्‍नकपागाठ]: एजांवाए6: फ्य० (6:4:3) बात॑ एैशाश06: ह-परंद0]: 0५706: ज़्यंश' 
([: 5: 3: 3) $0एशआंड 76896०ए९ँए,. पफला इढ॥ाएठ 9707900078 ॥9ए6 96९7 [0परा0 40 08 
23-77, :6, 4-4, ]2:9, 25:9 800 ]-5% 76806ण०ए९५ शा ६॥7$ ्छर 8प0056 ४270 97. 


प्रयोगात्मक 


बसाविहीनीकृत घान की भूसी 80%, एथेनॉल से मलीमाँति निष्कधित किया गया और निष्कर्षे 


को सान्द्रित करके चासनी बना ली गई । घान की भूसी में से निष्करषित कार्बोहाइड्रेटों के निश्चयन हेतु 
8९ 6 
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गुणात्मक पत्र क्रोमैटोग्राफी का उपयोग किया 7 । निष्कर्षण हेतु (क) #ब्युटेनॉल : पिरिडीन : जल 
(6: 4 : 3) (ख) बेंजीन #-ब्युटेनॉल : पिरिडीन : जल (] : 5 : 3 : 3) (ग) एथिल ऐसीटेट : पिरिडीन 
जल (2 :  : 2) तथा (घ) ४ ब्युटेनॉल : ऐसीटिक अम्ल : जल (4::5) विलायक श्रयुकत हुए। 
क्रोमैटोग्रामों के अभिरंजन हेतु विभिन्न अभिरंजकों का प्रयोग किया गया । पूव॑वर्ती कार्यकर्त्ताओ्रों१-? 
से यह भिन्नता देखी गई कि श्रन्तिम दो विलायक जो पौदों में अनेक शर्कराओों की उपस्थिति बताने में 


उपयोगी हैं, वैसे नहीं पाये गये क्योंकि इन विलायकों में शकराओ्ं के रि! मान एक से रहते हैं।४ » । 


प्रत्येक शर्करा धब्बे के ऐनिलीन थैलेट रंग को 80% एथेनॉल में बने 070 पट की 5 मिली० 
मात्रा से घोकर करके स्पेकाल रंगमापी द्वारा 44079/ पर माया गया ग्और परिणामों को समान अवस्थाश्रों 
में ग्लूकोप से प्राप्त मानक वक्र के रूप में व्यक्त किया गया । यह पाया गया कि वसाविहीनी कृत धाव को 
भूसी के शर्करा आइसोलेट में 23-7% ग्लुकोस, :6% फ्रक्टोस, 4:4% गैलेक्टोस, 2:9९ रमनोस, 
25-9%, सूक्रोस तथा :5% अनपहिचानी शर्करा उपस्थित हैं । इस शर्करा के [रा मान ब्युटेनाल : 
पिरिडीन : जल (6 : 4 : ) में 0-39 तथा बेंजीन #- ब्युटेनाल : पिरिडीन जल (] : 5 : 3 : 3) विलायक 
में 0-34 हैं । 


कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक श्री० वी० वी० सारस्वते, निर्देशक प्रौद्योगिक शिक्षा मध्य प्रदेश, मोपल तथा डा० वी० जी० 
वैद्य, रसायन प्रोफेसर राजकीय इंजीनियरी तथा टेक्नालाजी महाविद्यालय रायपुर के अत्यन्त आभारी 


हैं जिन्होंने इस कार्य के सम्पन्न होने के लिये सुविधायें प्रदान कीं । * 
निर्देश 
. विल्सन, अनाल० केमि०, 959, 3, 99. 
2. जोशी, एस० एस०, पी०एच० डी० थीसिस, रविशंकर विश्वविद्यालय, 974. 
3, जेमिन, एम० ए० तथा ईशरव॒ड, एफ० ए०, बायो केसि० जने०, 949, 44, 402. 
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ब्लाक, ड्रम तथा ज्वीग, 239०7 (फ्रा०्ग्रक्ष०279॥9 200 29०7 [९९०४०000768$, द्वितीय 
संस्करण, एकडेमिक प्रेस न्यूयाक, 95 8. 


हु, एल०, जोन्स, जे० के० तथा वेडमंन, डब्लू० एच०, जने० केसि० सोसा०, 950, 702. 
राघापन्त तथा ट्लसियानी, डी० आर० पी०, करेंट साइंस०, 968, 37, 74. 
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गेजकल्प फलन सम्ष्टि में स्थिर बिन्दु-प्रमेय 


के० पी० गष्ता 
द्वारा राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, रीचां 


| प्राप्त--नवम्बर 22, 975 ] 


साराश 


वेद्यनाथ रे ने संतत प्रतिचित्र के अनुक्रम के लिये मीटरी समष्टि हेतु एक स्थिर बिन्दु प्रमेय 
सिद्ध किया है। हमने इस प्रमेय को गेजकल्प फलन समष्टि के लिये प्रयुक्त किया है । 


390 574८६ 


मरते एजा। ९0९7 गा चुप्चं-ए826 जाटाणा 5छ8068,. 27 6 6, ?ए, 0प्ग9 ० /० ए?-०ए. 
प, ?., 5, 8899, (30 ए८776770 8208708 (070026, 7२८०/७. 


डिद्यातफ्र्ावात रितजछ०ण] 95 छ970ए26 3 7560 एछछाए। [60890 07 & $8(0७708 ० ०0777ए078 
70808 07 3 एटा 30908 [526 [80760 2.].. 6 €डाशात रीं5 ९00०7 07 (ए4४-१०४7९८ 
प007 59406. 


हम कुछ परिभाषायें दे रहे हैं : 


रेली द्वारा गेजकल्प समष्टि (609ं- 2०72० ५09०७) के लिये दी गई परिभाषा को हम गेजकल्प 
फलन के लिये विस्तृत करेंगे । 


परिभाषा | : 


सांस्थितिक समष्टि वंश (४४, 7) के लिये गेजकल्प संरचना 7» पर छद्मदूरीक कल्प का #* ऐसा 
वंश है कि # के उपग्रघार के रूप में (8( /, 9, ): 76 7, 767, ८-0) वंश है जहाँ ४( / 9, ८) ऐसा 
है कि समुच्चय (/77 7*//(/, 2) > 5). यदि समष्टि (#४*, 2) की गेजकल्प संरचना » है तो यह गेज- 
कल्प फलन समष्टि कहलाता है और (7*, 7?) द्वारा व्यक्त किया जाता है। इसके अतिरिक्त यदि (#*, /) 
तो हम 2 को केवल 4 वाला ही मानते हैं । 
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प्रिभाषा 2 : 
जले 


ह्‌ 


गेजकल्प फलन समष्टि #» का स्वतः में संतत प्रतिचित्रण 7 : 7४-४४ सघनीक रण कहलाता 
यदि प्रत्येक /; 2८ ४* ऐसा हो कि #(., 2)>0, तब हमें 
20(7/ 720 <5४०० ( /20, (2०). 


प्राप्त होगा । 


प्रभेथ | : 

माना कि (7.५) सघनीभूत तथा अत्यन्त #-संकुचित प्रतिचित्रण का अनुक्रम है श्रौर प्रत्येक 
प्रतिचित्रण स्वत: में वाम या दक्षिण अनुक्रम का होने से पूर्ण गेजक्ल्प फलन समष्टि (#*, /?) है 
जिससे कि 

() किसी भी प्रतिचित्रण 7;, 7), #(7! /, 7;8):2/(/९ 8), 

जहाँ 0<»2<] तथा /# 8८9४४ यदि (५58 
तथा (7) #* में बिन्दु 0 ऐसा है कि ( ॥,--7, /....) की कोई भी दो क्रमागत संख्यायें स्पष्ट हैं। 

तब 47%) में एक अद्वितीय उमयनिष्ट स्थिर बिन्दु होता है । 

उपपत्ति : 

उपर्युक्त प्रमेथ को पहले ही एक शोघ पत्र में/2] ध्विद्ध किया जा चुका है । 


हम गेजकल्प फलन समष्टि की पूति को निम्नवत्‌ परिभाषित करते हैं : 


माना कि (?*, ») एक गेजकल्प फलन समष्टि है तथा (7**, /#) इसकी पूति है, तो 9#रक (७४, 
») में निहित कॉशी अनुक्रम का समस्त तुल्यता वर्ग निम्न प्रकार से परिभाषित तुल्यता सम्बन्ध के 
अन्तगंत पाया जाता है। यदि (/%) तथा (9,) (४5, /) के #-कोशी हों तो (/,) तुल्य होगा (8,) के 
तभी जबकि गए) (/७ 8॥)(20 55800 ( /(2), 8(०))। माता कि 7: (४१, /)->(४०, ४?) संकुचन प्रति- 


चित्र है। तो 7+: (/, 7+)->(/*, ?क) के निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं : 
यदि /#हफुॉसी संयुक्त (6 : 0८ ४+४)८/+, तो 7 /ऊ तुल्यता वर्ग जिसमें (7 /,). 
पहले हम दो प्रमेयिकायें सिद्ध करेंगे । 
प्रमेयिका । : 


माना कि (7%) सघनीभूत प्रतिचित्रण का अलुक्रम है, जिसमें प्रत्येक प्रतिचित्रण अपने अ्रापमें 
एक ऐसा गेजकल्प फलन समष्टि (#», /) है कि 
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() यदि / 8६४» के साथ [८2 तो /(7; /, 7:8)(20 < मे 
509 (/(2), &(>)) जहाँ 0<)3<] तथा 7, 7--, 2, ..., 
एवं () #*» में एक बिन्दु 0 ऐसा है कि /, के कोई दो क्रमागत सदस्य सुस्पष्ट हैं जहाँ 
है 2 0 3 म बन ०33 वह, कमल 
तो हर में (॥) तथा 6) (7',) के लिये सत्य हैं । 
उपपत्ति : 
(0) माना कि /##, ४ एन के कोई ऐसे दो बिन्दु हैं कि 
2८87 तथा माना कि ( /;)८/+# तथा (2,) ८४7 
सामान्यीकरण की हानि के बिता, माना £-#8% समस्त ४” के लिये किन्‍्हीं दो सदस्यों 7), 7; 
के लिये, 
2(4:/%४ २5 8&9(०) < )े 809 ( /(७), 8.20) 
अर्थात्‌ 2#(7+; /#, 7 +;27)(%) <» 909 (/(२), ४7(2). 


(॥) /#0 | 5 तुल्यता वर्ग लेने पर जिसमें (॥#, /, ...,[, ...) माना कि मं -2 की, ४! 
तुल्यता वर्ग जिसमें (7९, /,, 7 /, ... 20, ...) हैं भ्र्थात्‌ ऐसा जिसमें ( /,/..., ६, ...)४१ हैं। 
इसी प्रकार /#,--7“,, जहाँ #--, 2, ..., चैंकि /#..,. किसी भी + के लिये अ्रतः /,5४/ 3. अतएव 
कि... किसी भी # लिये | उपपत्ति पूर्ण हुई । 


टिप्पणी : प्रमेयिका-। को संकल्पना के अन्तर्गत हम प्रमेय-] का प्रयोग यह दिखाने के लिये कि 
प्रतिचित्रण (7.,) (/०7**, ?क#) कर सकते हैं जिसमें प्रत्येक का #«* में स्वत: एक अद्वितीय उभयस्थिर 
बिन्दु /्े होता है । 


प्रसेथिका 2 : 


यदि (7, प्रतिचित्रणों के घनीभूत होने का परिणाम हो तो प्रत्येक प्रतिचित्रण अपने आप में 
गेज-कल्प फलन समष्टि (2*,?) है और ७४७४ का एक सघन उपसमुच्चय ए(* है जिससे कि किन्हों दो 
प्राचलों 7;7] के लिये #(7:/ 7:8)00 <ने 800 (70), ४(20) जहाँ 0<+<] तथा #, 8८7०९ के 
साथ 5८82 तो ७(7;7. 7,8)(७) < ) 879 (/(७), 2(४)) समस्त /, 8 & 75 के लिये [52 के साथ । 


उपपत्ति : 


माना कि /£<8 7 के कोई दो बिन्दु हैं। चूंकि 7» 7* में सघन है अ्रत: #,« विन्दुओं के दो 
अनुक्रम ( 6) तथा (8,) हैं जिससे कि | #->. |त 8,-२>2 तथा ९520 # । च्‌कि ७ 8६४5 ४१० 
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तथा /,>८8,, श्रतः #(7;/,, 70 800 <) 5एए ( ॥#(७), 8600). वक 4 की सातत्य' प्रयुक्त करने पर 
7757, 708) (४0<+ $ए० ( /(0), 8(०)) 
प्रमेय : 


माना कि (7५) संतत सघनीभूत प्रतिचित्रण का प्रतिफल है और प्रत्येक प्रतिचित्तण अपने में एक 
गेज-कल्प फलन समष्टि (75, /) है । कल्पता किया कि #“ का एक ऐसा उपसधन समुच्चय ४ है कि 


(0) किन्‍्हीं दो संकारकों के लिये 75, 73, #(7:/, 78)(७2<॥ ४एए ( 700, ४(:0), जहाँ 
0<2<]! तथा 7 86८67४%, के साथ [58 
तथा () #* में 0 एसा बिन्दु है कि (/॥६७7५ /0-3) के कोई दो क्रमागत सदस्य सुस्पष्ट हैं । 
तो एक अद्वितीय स्थिर बिन्दु # की अवस्थिति के लिये जो (7,) में उमयनिष्ट है आवश्यक तथा 


पर्याप्त प्रतिबन्ध यह है कि ## में कोई अनुक्रम (8,) है. जिसमें 70,# #नै-०#कं, (४--।, 2, ....) जो ! में 
अभिसारी होता है । 


उपपत्ति : 


प्रमेथिका-2 के श्रनुसार 6) /-8 से युक्त #* के प्रत्येक युग्म /, & के लिये सत्य है तो प्रमेयिका 
के बाद की टिप्पणी के अनुसार #** में ऐसा अद्वितीय स्थिर बिन्दु ## है जो (7,#) में उभयनिष्ट है। 
काफी हद तक माना कि 9“ में एक बिन्दु # में अभिसारी हो जाता । स्थिर % के लिये 


2(॥, 4७/05;#(४'*, (7,,/))(०0 
(४, #7)(७) + 7 (/7, 7,,7%7)(:) 
न 2 कक, (7,00५) )(2) + /7/((7५/७)*, (7 ७/) )2(०0) 
हक] 52] ((7,/%) , (7/,/) (४-०0 तथा दाहिनी ओर के शेष पदों के सातत्य से यह शून्य हो जाते हैं 
जसे #->०० अतः सीमा #->००, /(४, 2)/)5-0 अर्थात्‌ 7),॥5-/. 


अतः हम सिद्ध करते हैं कि # ऐसा स्थिर बिन्दु है जो 7,#5--, 2, ...,) में उभयनिष्ट है । #े से 
ही # की अद्वितीयता प्राप्त होती है । 


यदि £ ऐसा स्थिर बिन्दु है जो (7,) में उभयनिष्ट हो तो #'-तुल्यता वर्ग जिसमें (#, /, ... 

6, ....) एक स्थिर बिन्दु है जो 7,,(४-], 2, ....) में उभयनिष्ट है। चूँकि # अद्वितीय अ्रतः ## में 

(8, #, .«७ है, -+») रहेंता है | #॥3# को प्रत्येक ? के लिये परिभाषित करने पर ( /,)८/मं तथा यह # 
में अभिसारी होता है । 


इससे उपपत्ति पूर्ण हुई । 


गेजकल्प फलन में स्थिर बिन्दु प्रमेय 34] 
कतज्ञता-ज्ञापतव 


लेखक डा० झ्जार० सी० वर्मा तथा प्रोफेसर एन० पी० एस० बावा का अत्यन्त कतज्ञ है जिन्होंने 
इस शोध पत्न की तैयारी में मार्गदर्शत छिया । 


निदंश 


. बंच्यनाथ, रे, बुले० कलकत्ता मेथ० सोसा०, 97, 63, 7-0. 
2. गुप्ता, के० पी०, (प्रेषित ) 
रेली, एल०, जने० लन्दन सेथ० सोसा०, 973, 6, 48-87. 


व [738व3 २३7 5 93 6 ४ ॥0 5 2 ]48॥ 2॥ ?23६७।६८४ 
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विद्युतरोधी में प्लाज्मा अंतःक्षेपण 


वाई० के० शर्मा 
भोतिकी विभाग, आर० बी० एस० कालेज, आगरा 


| आप्त--अप्रेल 5, 976 ] 


सारांश 


विद्युतरोधी अंतःक्षेपित प्लाज्मा में घारा-वोल्टता ग॒णों के लिये तप्तवाहक क्षेत्र में व्यंजक परि 
गरित किये गये हैं | 


मर 8 6: 


शिक्षग्रात फुंध्टलीणा गज गाइप्रौद्याणड गे वि करत ट्यापफ॑श इ९!९४.ा6. 57 ९४. ॥7९, $809/779, 
272॥9805 790694/॥7०४ २. 8. $. (0॥९282, ४४78. 


॥968 65४७7९5४४07$ #07 4॥९ एफप्ाशा-ए004386 ०08730605008 य॥ पी8& दाहपरान0' ग्रग[ं७ण०१ 
088748 ॥8ए6 9667 0॥०प्रॉक्ष०्त गा (6 द्याएल- 762776. 


अस्तावना 


विद्युतरोधी में निम्न क्षेत्र प्लाज्मा के हेतु लैम्पट तथा मारकाश का प्रयोग किया जाता है । यहाँ 
पर प्लाज्मा को तप्त वाहक अवस्थाओं में अंतःक्षेपित किया जा रहा है। उच्च क्षेत्र गतिशीलता सम्बन्ध 
गिसाल्‍फ तथा जिजल्स्ट्राएं) द्वारा परिगणित सम्बन्ध की भाँति है और लेखक ने एकाकी अंतःक्षेपण 
ठोस अवस्था डायोड के लिये प्रयुक्त किया है । लेखक“५ ने विद्युतरोधी में धारा अंतःक्षेपण का ध्यान 
रखा है | 


समग्र धारा धनत्व (2) का समीकरण 
बचत्ट्कस 9न-० 2779 5० (7-०७): () 
है जहाँ #, ? क्रमशः अंतःक्षेपित मुक्त इलेक्ट्रान तथा रिक्तिका सान्द्रता है जबकि 9, तथा % इलेक्ट्रान 
तथा रिक्तिका के औसत वेग हैं। समीकरण (]) में प्लाज्मा अवस्था (#--/) प्रयुक्त है । उच्च क्षेत्रगति- 


शीलताओं एवं निम्न क्षेत्र गतिशीलताओं के सम्बन्ध निम्न प्रकार हैं। 
3२7 
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(४: 7] /7४,0 () १ (2) 
॥४०/७/०२ ४.) (3) 


जहाँ &» तथा #%५,# क्रमश: इलेक्ट्रोनों एवं रिक्रितिकाओं के लिये विद्य त क्षेत्र हैं। ये मान निर्देश!) के 
ग्राधार पर कल्पित हैं । 
समीकरण (), (2) तथा (3) से 
रणज्ट ९0१/7[/७,७/(2५, ४) (७,०५४ (4,/)|$ (4) 
जहाँ ता (050१/ (5८, /) तथा ४0 उत [०७90१ (2५,/-०). (>) 


यदि उष्मा द्वारा जनित मुक्त इलेक्ट्रान न रहें तो यंतःक्षेपित आवेश तथा वोल्टता को निम्न प्रकार से 
सम्बन्धित किया जा सकता है 


2 


प्रंत:क्षेपित आवेश 0 तथा अंतःक्षेपित प्लाज्मा ४४7, का अनुपात 


के ८३4. ६४) 


है । निर्देश [2] की ही भाँति आवेश 2 ( समीकरण 7 ) 


0<४९ 77.0 +/)/7], (8) 
हो जाता है जहाँ 
_ हे  +7 
, +- 5< # २ 2 तथा 8७ (7720. (6) 
॥&॥ 7५ कप 


समीकरण (9) में #तथा > क्रमशः अल्पकाल तथा जीवनकाल हैं | अनुपात समीकरण (7) के ब्रिल्कुल 
बराबर है, 


समीकरण (), (5), (8) तथा (9) से 
कह ]2५ 
४१४८ 7/४७॥8)0 /४(250 हह 9 १(४८.४४५८.७): ( [0) 
जो वर्ग नियम है, यदि अल्प क्षेत्र गतिशीलता हो तो यह घन नियम होगा । 


यदि मुक्त इलेक्ट्रात तथा मुक्त रिक्तिका सान्द्रता वितरण (॥(-0) तथा #()) ऊपर प्रधुक्त अंत' 
क्षेपित प्लाज्मा दशा (४-9), से भिन्न हो तो एक प्रकार के कुल अप्रतिकारित आरवेश को प्रति इकाई 
क्षेत्रफल के लिये परिगणित होना चाहिए । यदि विद्युतरोधी ऐनोड (रिक्तिका अंतःक्षेपी) को ४-0 पर 
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और कंथोड (इलेक्ट्रान अंतःक्षेपी) को ४-7, पर लिया जाय तो »(0) >%(0) ऐनोड पक्ष में > <7./2 के 
लिये; (0 /(:0 कैथोड में //2<» के लिये तथा 9(00-#(>) मध्य विन्द्रु पर ४४572). इस 
अत्रस्था में अवक्राश आवेश वितरण निम्न प्रकार हो जाता है 


९( 9-7)7४ डाक + 7/)/ नो[(४--२), 77]. () 


आवेश के एक चिन्ह का मान : 
0 तय हे (72) 
(2+ तन | ६. [#2 ॥[(% -॑- 227 हू, है । 
समीकरण (8) के बज य समीक रण (2) का प्रयोग करने पर धारा बोल्टता सम्बन्ध, 
कल ]22 है 
न 946 6१/८५५0 /“(90 कप (25५3४ 2608)- (3) 
होगा । 
यदि ओोप्तत ग्रंत:क्षेपणा स्तर # औसत जीवन काल + का फलन हो अर्थात्‌ 7-४०), (25-02. 
/ 3 
शत के तो समीकरण (0) तथा (५) से हमें 


_ग  ०(४४+४५)7. 











#(4) पे 802. 
५4 कक [220 2८208, /०० ९०%) | (4) 
. 66773/8 | (॥०0/28509 (0 ,४265#) 


प्राप्त होगा । 


मुक्त इलेक्ट्रानों तथा मुक्त रिक्तिकाओओं के प्रत्यक्ष पुन: संयोग से होने की दशा में समीकरण (4) 
प्रयुक्त किया जा सकता है जो द्विअणु// है । 


हमारे अपने प्रसंग में 
] 





समीकरण (4) तथा (5) से 
न्‍-- 2 न ह (6) 
4॥23/# (7 /#750 (9-0१ (2५,७25) 


प्राप्त होता है जहाँ 


[ €<_70 2, >> 
ता ९ जा का 5 मन 
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समीकरण (3) में समीकरण (6) का मान रखने पर 


प्रष्ड ((%५,,72,/)//१(॥७॥,0१/(२५,७) + /५90%/(20%५)]7 
“5226॥|८50 /</90 है 80 | अमन कक 7 ता मर अक । हे | ह ( [ 4) 


इस प्रकार समीकरण (7) में धारा-बोल्टता गुण वर्ग नियम न होकर ईवाँ घात नियम होता है । 
निर्देश 


... गिसोल्फ, ए० तथा जिजल्स्ट्रा, आर० ज० जे०, 5०6 $६. 88८०० 973, 46, 577. 
लेम्पर्ट, एम० ए० तथा मार्क, पी०, (पाठ 7]8००॥07 77 $0॥03$, एकेडमिक प्रेस न्‍्यूयाक, 


2. 
970. 

3. शर्मा, वाई० के०, कने० जनें० फिजि०, 974, 52, 399. 

4. वही, ?#95. १९०. 974, 0, 3273. 

5. वही, 500 80. ए६८ा0०7 974, 47, 762. 

6. वही, इण्डियंन जने० प्योर एप्लाइड फिजि०, 975, 3, 74. 


व [3॥3 २30 5॥#43 06 2॥0७05०97॥04॥937 7४६7/६ 
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नवीन संश्लेषित द्विक फ्लेबोनाइड 


एस० के० गुप्ता, डी० डी० बेरगे तथा एम० एस० बोकाडिया 
विक्षम विश्वविद्यालय, उज्जेन 


| प्राप्त--जनवरी 2, 976 |] 
सारांश 


3-हाइड्राक्सी फ्लेवोन (फलेबोनॉल) तथा ”-हाइड्राक्सी फ्लेवोन के मेथिलीन आायोडाइड द्वारा 
क्रास मेथिलीकरणा से 3-7” द्विक फ्लेवेनोलॉक्सी मेथेन प्राप्त किया गया । द्विक फ्लेवेनोलाक्सी मेथेन के 
लिये प्रस्तावित सूत्र (तर) की पुष्टि अणुभार, विश्लेषणात्मक परिणाम तथा अवरक्त स्पेक्ट्रम द्वारा 
की गई है। 


305&930८[ 


+चि९कज्त-5ज्ातालांट जीव जाणंत, 29 5. ॥. 5799, 0. 0. डउिद्व४ए6 था 6. ७. 808808, 
जातबा। एमंपशाआए, एकांत. 


उनसएकठ0एजी9५0०76९ (8ए009]) था 7-एक700एशी4एणार ॥9ए6 2९60 ढ0558 पाल ८ा9- 
(66 शा ग्रादजल्ाल 70006 [0 97० एशं0१० 3-77 9748ए7070]0772 ८876. 5८ 5एप्०णाढ (त) 
ए7090866 ॥88 9667 ००गरीणाल्त फछ 706० प्राश ज़्लाशा, धादाज़ीएगया &॥0 गरीब 780 59०टाथ। 
599. 


प्रकृति में फ्लेवोनाइड्रों का मेधिलीकरणा पाया जाता है ४ :श। शेषाद्रि तथा साथियों ने सर्वप्रथम 
ऐसे बाइफ्लेवोनाइड प्रयोगशाला में प्राप्त किये जिनमें सप्तम स्थान के फिनॉलीय समृह ने मेथिलीन 
डाइ आॉक्सी समूह से जुड़ने में भाग लिया /भ | प्रयोगशाला में फ्लेवोनॉल के मेथिलीकरण तथा मेथिनी- 
करण द्वारा द्विक्‌ एवं त्रिक्‌ फ्लेवेनोलक्सी मेथेन संश्लेषित किये जा चुके हैं 7“ किन्तु अ्रभी तक तृतीय 
स्थान के इनॉलीय तथा सप्तम स्थान के फिनॉलीय हाइड्राक्सिल समृह को परस्पर जोड़ने का कोई 
प्रयास नहीं हुआ है । इस उद्देश्य की पूर्ति हेतु इस कार्य को हमारी प्रयोगशाला में किया गया और हमें 
तृतीय स्थान के इनॉलीय तथा सप्तम स्थान के हाइड्राक्सिल समूह का मेथिलीन आ्रायोडाइड द्वारा 
मेथिलीकरण कर उन्हें परस्पर युक्त कर 3-7” टड्िक्‌-फ्लेवेनॉलाक्सी मेथेन का संश्लेषण करने में पूर्ण 
सफलता प्राप्त हुई । | 
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प्रयोगात्मक 


! ग्राम फ्लेवेनॉल तथा ग्राम 7-हाइड्राक्सी फ्लेबोन को 80 मि०्ली० ऐसीटोन में लेकर इस 
मिश्रण में [.4 मि० ली० मेथिलीन-आयोडाइड तथा 8 ग्राम शुष्क पोटैशियम-कार्बोनेट मिलाकर 36 घन्टे 
तक रिफ्जक्स किया (अभिक्रिया मिश्रण द्वारा फेरिक क्लोराइड से इनॉलीय और फीनॉलीय समूह का 
नकारात्मक परीक्षण देने तक) । तत्पश्चात अभिक्रया मिश्रण को ठण्डा करके छान लिया | पोटेसियम 
काबनिट को तीन बार 20-20 मि० ली० ऐसीटोन से घोक्र और छानकर छनित को प्रथम छनित में 
मिलाया । छनित से विलायक के वाष्पित करने के उपरान्त गहरे लाल रंग का चिपचिपा द्रव शेष रहा 
जो ठण्डा करने पर ठोस रूप में परिणत हो गया । बेंजीन से बार-बार क्रिस्टलीकरण करने पर 0.4 ग्राम 
रंगहीन क्रिस्टलीय पदार्थ द्रवर्शांक 88 --8]? प्राप्त हुआ । यह पदार्थ निम्नलिखित परिणामों के आधार 
पर 3-7” द्विक फ्लेवेनोलाक्सी मेथेन () प्रमाणित हुआ । 


[ अणुभार-रास्ट-कैेम्फर विधि द्वारा 472 प्राप्त हुआ । 


“2. विश्लेषणात्मक परिणाम : 
जात: (, 76.2; छे, 4.2 ८५.8,,0 के लिये आवश्यक 0, 76.2; प्र, 4.09% 


3. अवरक्त स्पेक्ट्रम 
पोटेशियम ब्रोमाइड में निम्नांकित बेड प्रदर्शित करता है । 


2900, 9]0, 680 (कीटो समूह), 65, 80, 030 (मेथिलीन डाइग्राक्सी समृह), 830 


तथा 775 हा-! 
कतज्ञता-ज्ञापन 


एक लेखक (श्री कृष्ण गुष्ता) के किये गये कारये के समय उन्हें प्रदत्त शोध छात्रव॒ति के लिये 
विश्वविद्यालय अनुदान आयोग नई दिल्‍ली का आभारी है । 


3 ७ (४ +# २ 
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निर्देश 
गोपीनाथ, के० डब्ल्यू०, किदवई, ए० आर० तथा प्रकाश, एल० , ठेद्राहे ड्रान, 96], 6, 20]. 


कोकर, डव्ल्यू-, डहल, टी ०, डेम्पसे, सी० तथा मेकमुरेट, टी० बी० एच०, केमिस्ट्री एण्ड इन्डस्ट्री, 
962, 26. 


वान ड्रेन, बी० एल०, ज० आगेनिक केमिस्ट्री, 96, 26, 503. 

बच, ए० जे०, मुरे, वी० तथा म्‌कर्जी, एस० के०, टेद्राहेंडघन लेटर्स, 962, 45, 673, 
खन्ना, भार० एन०, शेषाद्रि, टी० आर०, ठेद्राहेड़ान, 963, 9, 29. 

ग्रोवर, एस० के०, जेन०, ए० सी० तथा शेषाद्रि, टी० आर०, देद्राहेड़ान, ॥963, 20, 555. 
बेरगे, डी० डी० तथा बोकाड़िया, एम० एम०, ठेद्राहेडान लेट्स, 968, 0, 277. 

बेरगे तथा बोकाड़िया, क्ेमिस्ट्री एण्ड इण्डस्ट्री, 968, 33. 


बेरगे, डी० डी० तथा बोकाडिया, एम० एम०, ज० इण्डि० केमि० सोसा०, 970, 40, ;94[. 


४ ]373 ?375॥# 4र्व /7053॥06॥ 37 7 3६7|६६ 
४०0!. |9, ४०. 4, (0०८008/.,, [976, 7928६ 35[-355 


छ-फलनों की कतिपय अनन्त श्रेणियाँ 


वी० सी० नायर तथा वारुग्रीज्ञ फिलिप 
गरियत विभाग, रोजनल इंजीनियरी कालेज, कालीकट (केरल) 


[ प्राप्त--नवम्बर 6, 975 | 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में #-फलनों से सम्बन्धित चार अनन्त श्रेणियों का योगफल दिया गया है । 


अनन्दानी, भिसे तथा गुप्ता द्वारा प्राप्त फल विशिष्ट दशाझ्रों के रूप में उपलब्ध हैं । 


+47४्व्वटा 


85076 [प्रीएं[8& उशां९5ड ० मअ-जिलांगड, 29 ५. ९. 'पषद्चांए धाव॑ एक्षपड्ा556 779, 


67947एगला ण शिक्वांगटाएद्वा05, रिट्या074] 47शा7९टपा? (०/00698, (००70, 7६6788. 


वृफाड एबएआ' शाए25 6 $प्रगर8$ णी 0फा' ाणांए&8 इलां३ वाएठएिंएड सअरपि7रा075, 


है ह। ० 


7680॥58 [70ए26 9ए &आध्ा097व [[, 9. 8], 879756 [2, 9. 270] १ (0099 [0०, 7. 403] &॥76 
0097606 838 80209. ९85९५, 


. संकेतन तथा प्रयुक्त फल 





व्यक्त होता है तथा 


हे मुच् 4. धरन-] 4+2 ध--77-- 7 

७ (४, 4) से # प्राचलों का समरच्चय ऐप हक के कक प्क्च्र (4. ) 
7(4/; ८|)% मे ॥॥ युग्मों 3 समुच्चय (५, ८१); (६५, ८३) "5०३ (4,॥3 40) )5 (्‌। "2) 
7 4; से ? प्राचलों का समुच्चय (6,, 68, -..७ 45); (]-3) 
(ध),54(4-- )(८--2)...(ध--/ -- ), (०)07 (4*4) 

फाक्स!|/ द्वारा प्रचारित ह-फलन को निम्न प्रकार से परिभाषित एवं श्रंकित किया जाता है 
प्र [(4|, ५५] ___/9..7)-7 | हे » प्र १०5 
80 (२ ।(8), “)2 (247) हे (3)<' 45, (4 *“>) 





&77? 6 
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4 (68/-/]8) // 7(।- ४; -+- ८;७) 
जहाँ $(5) 5 नमन +5 
(४ 7(-82/+9०) 7/ 7(४/-०;») 


_ै77+ 2 


अत्र0 तथा रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है; #%, #, 2, 4 ऐसी संख्यायें हैं कि 0</%<-, 
0<#<:9, समस्त ८ तथा /# घन्र संख्याय हैं, समस्त & तथा 8 ऐसी जटिल संख्यायें हैं कि (७ -१७), 
४7 2, ..., #? का एक भी पोल 7(]- ८ + 2७), 7८], 2, ..., ह, के पोल से संगमी नहीं होता। 
अर्थात्‌ 2(0[+ 0-4४[(८४- ?- ) (-7) 
यदि 7-, 2, ..., #, 755, 2, ..., #% तथा #, (2-0, !, 2, ... 

कटूर // ८-7० से लेकर ८+;०० तक इस प्रकार फैलता है कि 7(6,-.5), /+], 2 


के पोल दाई ओर तथा 7(-०/--४;७), /5, 2, ..., ४ के पोल बाईं ओर पड़ें । ऐसा कंट्र (-7) के 
बल पर सम्मव है। 


ब्रक्समाशश ने सिद्ध किया है कि (-5) के दाहिने पक्ष का समाकल अभिसारी होगा यदि 6.0 एवं 
३ ४ [<07/2, जहाँ 


0 2 (०)- ४ (०)+ 2 (6)- ४ (/) (-8) 


इस समग्र प्रपन्न में (5) तथा 8 क्रमश: (-6) तथा (-8) द्वारा प्रदर्शित हैं। 
2... संकलन सूत्र 
निम्नलिखित सूत्रों की स्थापना की जाती है: 


(ध--7, ०),(9-४, /),(०;,०) | 
॥ 0), 20) # (0--7५ ण्न॑ 5) | 


बज पर 77, 7+ (ध, ०.) (8, 3), ] (६, ८|)५ 5 
>+4 (ध+-8 -- ८--!) ?+2 | की 2)/,(-8--०,०), ([--०+-८, 9) (2*) 


है । हट मन॥ 





बशर्तें कि /१८(४५-७--०--] )>0. 


-। 777,7--4 | 


१: किक (ध--7, ०),(98--+/, ०), 37(4), 2; | 
/ण्०्0 | 2?+क्रपृत] 


(243, /5)45 (८ रथ ०) 


| 7+7 ॥7+-४ (ध ०) (2 ०.) (० हि ) | 
4 (ध--८)/ (0-०) है ॥०,4+ [* (८--१--८--] 0 | (22) 


बशतें कि #शृ०--४--०-] -०(८४-)/०]>0 यदि 7--, 2, ,.., # 
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हर ] 77+4, सके [2 


# ! /(!-८--7) /#+7, (न! कद बी 2४] 
हस्पी * आया 6+ मा ५8 > 


हर या 7५ ०)» 30५ हे )9 


अनिल प्र पनीर, कगार (ध, ०), 7(६;, ९३)#5 (6 ०, । है 
ग७-०-० #५.० /०२ 6 ०) ७02 (64० ०) कर 





बशरतें कि /८(४--2-८):>0. 


पा (८), ४8४, #+7[_(0-7, 8), 7(4प५ 5» | 
हल #/ | 7(--0--/) व, ५ (२. /)५ 
2 ] 78 47% (8, 3) ३(६]५ ८))6५ (0 7०, /) हे 
“ क्तय्बाल टिक कल “4-०, 8,309, 20) | 28 





बशर्ते कि शु8-- 4-- ८-- 8 (६६ - )/2;]:>0 यदि 75--, 2, ..., ४. 


(2-]) की उपपत्ति : 
(2:]) के वाम पक्ष के 2-फलन को एक समाकल छूप में व्यक्त करने पर, (-:5) का उपयोग 
करने तथा संकलन एवं समाकलन के क्रम को बदलने पर श्रेणी निम्न में परिणत हो जाती है 


हि अ 4] --4-- ०७) / (] --82+- 95) कर ]--4--०७, --8+ 39; ; 
(0० |, ४00 # “जता न व्पक्रज ही .04(04954 / ** (20 


समाकलन तथा संकलन के क्रम में परिवर्तत को वैध माना जाता है क्‍योंकि (2-5) के समाकल्य में 
प्रकट होने वाली हाइपरज्यामितीय श्रेणी समान रूप से अभिसारी है यदि 7२९८(४--४-८०--):>20 ॥ समा- 
कल (2:5) पूर्णतया अभिसारी होंगा यदि 6->0 तथा | झा ४ [<0%/2. 

(2-5) में गॉस प्रमेय [7, 9. 99()] व्यवहृत करने पर तथा फिर से परिमाषा (:5) का उपयोग 
करने पर (2:) का दाहिना पक्ष प्राप्त होता है । 


इसी विधि से फल (2:2)(2-3) तथा (2-4) भी सिद्ध किये जा सकते हैं । 
3. विशिष्द दशायें 


# वध तन, ॥7-75-0, ८55१-०5 रखने पर (2-) निम्त रूप ग्रहण करेगा : 


५ (4)/(2), #' | गा कर _ 2 (८-०५-०):(८) ४ हा अमल 
सा (2), ऋ 222(4--१, 8+-+- !, /४(2, ८-ः /) 9 2(/4) 7(८ 2 4) (८ कि 9) 22(६, 8 9 0-५4, ८ क्‍ 8 520), 
(3-) 





बंशरतें कि 7?2८(2-- ०--2)2>20 तथा ८७0, --, -2, -.. ! 


- (2-3) में अनुक्रम 4(6/, 2४) के स्थान पर (9-८, ०), 4(4;, ०.४ रखने से तथा उसके बाद 
&७7+, #४--४--7--६-- 0. मानने पर इसे निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है 
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० (3 --/८ 7४7) 
5? हे | 27 


7270 


“का 97... (३, ४४+4/2/-(2) 


4 (--2/४) 


न ट वकुल] दटनंए ८०४४ (| (३ --/८--; ३--/८--/४ ; --४ , 0००४) <0., 


(32) 


£>7$+# रखने तथा सूत्र [4, 9. 264/( 5)] का व्यवहार करने पर (3-2) सरलता से सिद्ध हो 
जाता है । 


पुनः (2.3) में ॥४--0, ४-४, ८५-०१ 55 रखने पर (3-3) प्राप्त होता है । 





2 
8) दा (4), 
भत हा के ्छ्च्््छ2ब हे « * न नि 
० शा लि रु #+ार् (0 +27, 7(4; -7)# 3 7(0/--7)0: ->) 
; 8 (0)), 
हि 
+३/+240+(2, 8--2--, (4:)6; ८, (0))4; 2), ०:०2. (3-3) 


इसके बाद ४--4--० रखने से ल्यूका”) का ज्ञात फल 


४7(2/2, (2--)/2; ८; 4&/( + 2% --४2)) --(] -- ४) 2४7(0, 80--2+; ८; 22). (3-4) 
प्राप्त होता है। अनन्दानी? ने (2-4) की विशिष्ट दशा (4५, ४:)(8७--०-८, /) के लिये सिद्ध की है 


जब ४ कोई ऋण पूर्णांक होता है, माना कि --&, तो (24) निम्न रूप घारण करता है । 


र् की )#+7 # | 4 (8--/, /8), + (६), ८2;)४ 
2-0४ (-८--/) # ! (/--/)!  £#+१, 4 | 3(8;; 726 | 





ह [ प्र” ॥४+2 
. ॥(।-८+0 * #+, क्ष््ि 





(0, 8), (8-०, /), (०५), 4)» 
क्‍(20;, /५)% (8 -“८--/८, 8) द 


बशतें कि ॥/[/८--४०-- ८-/(४८--4)/०]>0 जब कि 7--, 2, ..., #. 


(3-5) 


इसके आगे भी 8-८] “४57०।, 8--25-०५, रखने पर (3-5) भिसे के द्वारा प्राप्त फल में 
समानीत हो जाता है । 

(3-5) में /-- रखने, समुच्चय क्‍(0/, 20) के स्थान पर 4--] युग्म वाले समुच्चय ,(2;, /:), 
(6-०, 8) को रखने तथा ८ के स्थान पर 8-८ रखने पर निम्नांकित आवर्ती सम्बन्ध प्राप्त होता है 
जिसे भ्रन्य विधियों से गुप्ता।॥ ने क्-फलन के लिये सिद्ध किया ता 
(8, 9), (4॥, 42] 
(20|, /,)५ (८, 3) 


री 2 की (8, /), 7(4५, ८/)/ | 77, ॥+3 
+ 3002 | 7(2॥ /09)% (०८-+, 89)॥ + #+% का 


2+3, (+7 


(08-८--) सा | 





(४-, 8), ,(०५, ०४] ... 
8, 09 (० 9) |. ७:60) 
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कृतज्ञता-ज्ञापत 


लेखक कालीकट रीजनल' इंजीनियरी कालेज के प्राचायय के झाभारी हैं जिन्होंने इस शोधपत्र की 
तेयारी के दौरान स्‌ विधायें प्रदात॒ कीं । 


निर्देश 
]. अनन्दानी, पी०, ॥॥6 /०७॥॥८708008 ४प0९7. 969, 37, 7-23. 
भिसे, वी० एम ०, /(६/॥. ७774/60, 964, 454, 267-272. 
ब्रावसमा, वबी० एल० जे०, (१0077008., १४४।/॥)., 963, 5, 239-24. 
एडल्यी, ए०, साशालः वा5020606708 घि0075, भाग |, मेकशाहिल, 32% 8 मे 
फाक्स, सी ०, अमे० सेथ० सोसा०, 96, 98, 395-429. 


गृप्ता, के० सी०, &॥70435 १९ [8 500०6 $0 रीवा 0० छ7755०॥९३, 965, 79 ], 97-06. 


0 9७ (४ #// (४3 ॥२ 


ल्यूक, वाई० एल०, ॥॥6 55८लंगे #प्ाला0708 00 फल 4[7०0570 4008, भाग 7, एके- 
डसिक प्रेस, न्‍्यूयार्क 969, 


४[॥373 २?375]9806 ४ 70७53709॥ 823॥ ?857[|८8& 
४०!. ॥9, |४०., 4, 0८2९0967 ।976, 78865, 357-36॥ 


फिल्‍म संघनन पर आणविक गतिज प्रतिरोध का प्रभाव 


जी० के० अग्नवाल 
यांत्रिक इंजीनियरी विभाग, 
राजकीय इंजीनियरी कालेज, उज्जेन 


[प्राप्त-मार्चे ।0, 976 | 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में आणविक गतिज संहति स्थानान्तरण के कारण होने वाले ताप ह्वास पर विचार 
किया गया है | इस विश्लेषण में एक ऊर्ध्वाधघर सपाट प्लेट पर फिल्‍म संघनन पर अन्त:फलकीय अपरूपण 
भी सम्मिलित है। यह मान लिया गया है कि अन्तः्फलक पर समान अपरूपण प्रतिबल विद्यमान _ 
रहता है। | 


372४79८ॉ 


#76९ ७ गराणेश्एप्रबाः' हशशाए ॥शशंडाशारड णा गिर टणातेशाइश्राजणा, 27 0. 7९, 82789४४], 
क्‍26947ाशा 0 ६टाडरगराएडी शष्रगरटा02, 507. ाशांएढणत2 (ए62९, एछा|2/०. 


470 ॥#6 द्राएड5 शाप्टा। 22009 6 एड09/79 762620696 [शाऊुघआध्याप्रा&८ 009 078 [0 ॥76 
7706९पदव दांएरहाए 85 पशाईडलि' 45 4767 70 30007. 7086 काहरपड5 280 7०प7068 476 
ढ<रग्िडट 06 शव9ण शाल्या' 00 ॥7 2०0वैद्ञाइथीठा) 090 & एढ-ाएवड! विद [806.,. 4 45 388फ776व6॑ 
पता 8 प्रयोठियण औी6द्ा' ड8655 + ९ह5ां58 80 (786 ग7007क्‍808. 


नामकरण : 


वां 
8. 





8-गरुरुत्व त्वरण #%/8९०१ .. >>संघनन की गुप्त ऊष्मा 


हा #, ट्द्का 
4“ संघतन ऊष्मा फ्लक्स ऋफ्धश 8&--द्रव. फिल्‍म की शोटाई # 


2! कर 
/ - संघनन पिंड फ्लक्स (प्रति इकाई चौड़ाई पर पिंड प्रवाह) न 


358 
/५7--लताप पात *( 


7--अपरूपण प्रतिबल /8/#7* 


(-घनत्व /8/#7 


2--वेग #/॥7 
7-गतिशील विस्कासिता 


पांदाक्षर : 


थदा- संतृप्त 
4 --श्ौसत, माध्य 
0 -बाष्प 


भूमिका 


जी० के० अग्रवाल 


४-राखिक दूरी 
विस्कासिता 5 
““गतिज विस्कासिता / #7 
् (दा 
“तारगीय चालकता 7 75“ 
(५-विशिष्ठ ऊष्मा 
8*, +*, 8*, * - विभाहीन संख्यायें 


क्र -- भित्ति 
/.-पदट्टिका की लम्बाई 
००- मुक्त धारा 


नुसेल्ट फिल्‍म की मोटाई के व्युत्कलन में सामान्यतया गुरुत्वाकषंण के अन्तर्गत निकास पर विचार 
करना होता है किन्तु अत्युच्च वाष्प-वेग पर संघनन फिल्म की अधोमुखी गति के वश में बाष्प का खिचाव 
(098) साथंक हो जाता है। रोह सेनो, वेबर तथा लिंग /7 ने धन अन्तःफनकीय अपरूपण प्रतिबल के 
प्रभाव पर ही विचार किया है और द्रव 'फिल्म के भीतर संवेग प्रभाव की उपेक्षा की है । 





४७0४० 00/४ 






४३४ 


"7[ ७ (०१४१७ 
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स्तरीय फिल्‍म संघनन में ऊष्मा स्थानान्तरण ग्रुणांकों की परिभाषा करते समय अन्तःफलकीय 
प्रतिरोध तथा अन्त:फलकीय आरूपरा प्रतिबल का ध्यान रखा जाता है। कला में परिवर्तत होने से आाणविक 
गतिज संहृति तथा स्थानानतरण के कारण ताप गिरता है जिससे अन्त: फलकीय प्रतिरोध उत्पन्न होता है । 
अ्रत: अन्तःफलक के सन्निकट बाष्प का संतृप्त ताप द्रव के ताप से भिन्न होता है । मैडेज्स्की /! ने दिखाया 
है कि निम्न बाष्प दाबों पर इस घटना का सार्थक प्रभाव पड़ता है। (चित्र !) 


सिद्धान्त 


नीचे की ओर वाष्प प्रवाह के लिये प्रति इकाई चौड़ाई वाली फिल्म में से होकर संघनन (007॥06॥ 
386) के पिंड प्रवाह दर /' को निर्देश (3, 4) द्वारा दिया जाता है 


2 ज््ठे है 
7-28 0० | 7? 0 
अप 3.७ रण (४ () 


अ्वकल लम्त्राई ८४ से होकर बहने पर संघनज पिंड प्रवाह दर में अवकल वृद्धि 


[7 ? 3) _! 2 द 2) 
वा >4 ५ 4(50+ 5 (87) 


धरा __28 67:  7/0 
भ्रथवा न (2) 
और आगे 
धरा? बंल्( दा 
__ह८४० [७4 802 , +90 
अथवा ध्‌ वर के | बाद न | (3) 


प्र्त:फतकीय ऊष्मा स्थानान्तरण गुणांक को निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं । 


मम मकर अहम 4 
(4५..६- ४१) ( ) 
पुनश्च क्‍ 
4 नत्लः (44- ४ ७)5(२ ४६४६-४3) 
थ्‌ __+07 जहाँ ५7. (7... --7' 
अथवा 477 7 & जहां ७7५७-(7६७/-- ४७) (5) 


0 गा हू 
(3) तथा (5) को तुल्य करने पर 


2 हि > 7] सन 


“को ४  %४]। व्नम्ाह 





20.7 9 
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समाकलित करने तथा सरल करने पर 
व 20 


(बम क्क+ ॥ कुक हा ठग क ( )| नंठाए़क (5, 0 अल, 


निम्नांकित विमाहीन अंकों को परिभाषित करने पर 
के दिए अल 
जा (/4/2 ) 3।/3 


4॥/3 
_-#) 
श्श रण 


ह / 2१8 
ढ (5) 


4र5 6 7 ८, /8 ११४१ 
में 2 (2 
हर 7, 2 (9 





हमें (8) प्राप्त होता है । 
07#+4 न 68+3 (8*-- मी) -+- 20* 2 हा ] 


पर 
ग «| (0457%।प 





(0) 


(8) 
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समीकरण (8) से ८४४ का मान निकालने पर तथा 


] # >7 / 
ध्ब्त्छ (हट 
प्राप्त करके, जिसको विस्तार नहीं दिया जा रहा हम 
०2०7) 


( 
2 
58 





0/.* 


प्राप्त करंगे जहाँ 
0-- 0॥, “+“- 2 +, प्र 


समीकरण (8) तथा (9) के मध्य 8,* का विलोपन करने से फल प्राप्त होते हैं जो नीचे दिये 
गये हैं । । 
निष्कर्ष 


चित्र 2 में ऊष्मा स्थानान्तरण गुणांक को विमाहीन संख्या के (रूप में आलेखित किया गया है 
और इसके विचरणा को पद्ठिका की विमाहीन लम्बाई की दिशा में प्रदशित किया गया है 


स्पष्ट है कि लम्बाई में वृद्धि के साथ हो ग्रुणांक घटता जाता है और ज्यों ज्यों गुणांक बढ़ते हैं 
अन्त:फलकीय ऊष्मा-स्थानानतरण मी बढ़ता जाता है। 
निदंश 
!.. रोजेनको, डब्लू० एम०, बेबर, जे० एच० तथा लिग, ए० टी०, 77६75. 3$/श70, 956, 78, 
937-44. 
2. मेडज्स्की, जें० ॥. उ. छा [७55 'थ्ला्ई०, 966, 9, 35-39, 


3. रोजेनो, डब्लू० एम० तथा च्वया, एच० वाई० जस़ल्ण, १४३७५ धाते जिला] पपथ्घाइलि: प्रेन्टिस 
हाल 96, पृष्ठ 238-46. 


4. अग्रवाल, जी० के०, विज्ञान परि० अनु० पत्रिका, 975, 8, 209-3 


४ ][]373 २?8759306 /70537॥0॥3॥ 73८7 [/४ 


४०|. |9, ३०. 4, (00८:०9०४/, 976, ?०2८०६५३6३-375 
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वाई० 6न० प्रसाद तथा एस० एन० सिंह 


सम्प्रयुक्त गणित अनुभाग, टेक्‍्नालॉजी इंस्टीच्यूट, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 
[प्राप्त -- जनवरी 29, 976 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र का विषय सार्वीकृत बहुक परिवतं सम्बन्धी कतिपय प्रमेयों के प्रतिपाद्य एवं उप- 
पत्तियाँ है । इस प्रपत्र में उल्लिखित प्रमेयों से मुकर्जी तथा प्रसाद, श्रीवास्तव तथा पंडा, प्रसाद तथा 
पिद्दीकी आदि के फलों का सार्वीकरण होता है । इन प्रमेयों को कतिपय ज्ञात तथा अज्ञात समाकलों के मान 
निकालने में प्रयुक्त किया जा सकता है। इन प्रमेयों पर आधारित उदाहरणों की भी स्थापना की गई है । 


3 05४4० 


()॥ 5076 धा९0ठाशा$ था 6 इशालशोॉंरटत ग्रापांफीर पश्याएईत्या, 239 ९. ४, ए788४80 क्षात 
७. . जा92॥, 3ए]|॥60 'शहवादाबां05 56९०00, व्रषपराप्रा० ण 7'६०गा०02ए, 9. ले. ए., एशव्वा4आं, 


व॒छ6 फालइला। 93७९7 363]5$ जात 76 डंवालाल्यांह द्वात 97004 0ी ठल्ाक्ांए पालणालाड ० 
श्धाटा4260 गरापाए6 (एथा8४/077., ॥॥6 [60678 शव्चर्त व पां5 9809० 00 इलाशवी76 5०४९००। 
दि0ज्ा 7685 वप6 40 >४प्रटाक्[ं०० 70 28580. ([973), 87#ए48878५६ 8700 ?8702 (973), 
?748546 &76 5769व4एं (974), ४०. 6४९४ पाढणालाडई ठक्या। 26 पट #605प४०॥ए (0 €एथ।००(० 
एछणंका। दा0जा बाते प्राध्रा०ज़ा ाल्ट्टाबंड ए0फाए ॥06 9700प्८ ् म-पिलाता 290 णााी67 
59624 िा6075.,. 20७68 088९6 प[००7 +656 [60/8705 ॥996 3]50 9८७॥ ९४(४१॥४॥९० . 


]. विषय प्रवश 


हम सार्वीक्ृत बहुक परिवर्त को निम्न रूप में परिभाषित करते हैं : 


९(४) ज्तगी4[7(+, ८99 *+०७ (>८,)] 


(०० 050 #4 ५ 7 
मल, जा उ००7 | < (5:/ध: /;| 
॥॒ |; गच ४ च ( शी /) ड 
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ई (40७ ३७) / | 
(59, ६»)) 





वि 


न्‍ ' 


"क्र ४ व 





१ 7 
धउ2 है 3 तीज ॥ हे -/2४५)7. | 
हे हर /' ता कै | लव 5 
१(८५५ १%)) 
(४५५ १५2) 


बशर्ते कि 0<ऋरू-4, 0&#<€फ, 0<&/&€9, 05:8<€४; ९०), :(8/)>0, (४75, 2, --७ ?); 


7 
। एप $ ४८23 ***३ की धं ५ 


०५4, 72>20; ््र (2/4))2:>0; प्रत्येक 2४:>09, (४75, 2, ..., 7); |ाह | ३20०, ७४००9 
हि । 


डे 
जहां ए+--2 ््ए+< १४-< १४; 
हा कस प बा ४ 


पैदा कफ: 3) कक -8; ०चचयां) (28;8/),(7 5।, 2, ..-.. /); 
9०] 05३ च्य 2 


चत्प4ज रे (४) , (-२], 2, ..., 8) तथा /(>33 3७ --७ 7५») ऐसा है कि बहुक समाकल' का 
४ 
अस्तित्व रहे । 
2. प्रमेयों का प्रतिपाद्य तथा उपपत्ति 
प्रमेय 


यदि $(7) 5-37] /»,, 2७५, --., 2,)] और यदि /(७५, 3७, --., 2.) 8(४, 2७ --७ »&) की बहुक 
लेप्लास परिवते हो तो 


(--)7 [4 दष्धतझ 
) धान €5 #कनणी (2.) 
(४) है ह्् 0, 2 । 
2 _2 ए। 
है. 
| | न 8 6#-+-. ४ 8 
हे 2) (। ” ) 
7 वह 2 )ैनाः ( जा है ((८५, ?५)) 


_च्प 
((4॥७ 00) )+ (( [--्थ ध््ा 40903 4”॥,), (4, ५.५ 0, +]) 
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(4 “30-55, 0 6)), (८/+5 व 2 23 शा (८५५ >»/#) 
"००३ (4 > 9५), (्‌! न 6--#०,, (“०,- ०४५) 


00 ५०0 7 | 7 
| कि | (2 ज 256ा5258:ल्‍* 200" पट, 
0 हि उच्च 


0 उच्य 
६७02६ गा ] न हक 2 || हे हे पु 2०५, 
बशत कि ऑ>- (०+क्ट  - ); ऑच--- (०घनओ दा ); (.) में कथित प्रतिबन्ध तुष्ट 


हों तथा बहुक समाकल 
50 50 # /ः 
| ब | [7 थॉ 8(2,, 29), -७ 5) २2 45 का अस्तित्व रहे । 
0 0 ॥#"-3 है का 


उपपत्ति : 


बहुक लेप्लास परिवतें के द्वारा 
[००] (0 7 7 
(२५ 33, -५ 2) नर | हि | ०“ (८ 2)) | 80८, ५ 495 55%0):4/ 2: 
0 0 ली ॥ | ब्न्न 
है न्चि 


(.) में /,, 3७ -.., 29) का मान रखने और < और < बहुक समाकलों के क्रम को बदलने पर, जो 
दिये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वैध है द 


४00ल्‍| **- | 8(2,, 29 --७ ++) २ बढ (2.2) 
0 0 चर 


60 00 7 हर है 7 0 
0 20 ० - 20)5 [7 ऋ०/ २० (5<;॥/थः ] 
। |, ०्फ[ ४ ५5 %)| च्व कं लि ॥ रा 7) | 


८ ॥8 । ५ ८ 5७५ 7) ४)) 
>म> ४ | (5/५))# | 7 ( के >< 
तक ! ((90, &9)) 


92 


5 के 


((०५५ 9४22 । पु 


7 3.|[ 7 
०6७७6, 7 %&; हे / 2. (> /ध ;)2 84 224 
हे | नि फल या । (4५५ 04)) 
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र शक, ् 
ग्रवः ०59 | आल, 2) | का घात श्रणी प्रसार निम्नाँकित ज्ञात समाकल *« की सहायता से 
गत 
पदश: समाकल करने पर 


णज्ण स्‍ ॥।॒ ् न | 9" |; ० 
न 
7 का 


0 0 जज 





((4६,, रु 
(5, ६७) 
9 //? ) 2 
(८५ १/) | गा बन 
(4५, 5५)) 





89 2 है ए 2/8| ् (>:7/4])72; बा 
224 | कब्न | ल्‍यि ऑाा | 


#4॥ ०) 
3 2 धा+हु3 कमा +  । 
>> रमक क ! हर ४+09 चः ५ --९/ 
'0य ५, _+ +८+य 7 2 हु गे 
ई 
हि । 


रा ढ 6, ४ ह् 
(। न ) «००७५ ॥ [ गा 9 ] 5 65, १५))५ (0 4), “८, , / ८£,)), 
((4,,, 0,0))+ (्‌ [-.. ४4, घा प ४7),)), (८,,-5 हम 4 ४०5 (६५, 0/), 


(८, +-5 2+3)> *-० ७ (८५, कं 


। (2.3) 
([--०-- “(०,, /( ० - ०५) 


3 आज 5 
4 || हर 


“0(०),)7९(8,)-0, (7-।, 2, .... 7) प्रत्येक ४/>0, (/-], 2000 


न्‍ के ह 0 रे 7 
2, 0॥/०)४,>0; -0<#(? ।य ६ १5 -+; $5०४४४ 2(8|/६)), (४-व, 2, *-*>): 


०५ ०] १7 


4 
| ) (0+-, 2, ..., ४); |थ8 )|<उृए+, 


(/>0 जहाँ ७४७७० €/-2 दी औ+- 


की । 4 
ह। है है ॥ टकव 


ऊल (2.3) की उपपत्ति एडवर्ड !? के फल पर आधारित है अर्थात 


0 ही आन / 3 
हा पड /। (2६/4))/ | या कट 
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3] ब् ॥॥॥ गड़। 
चल है। है 4 7] 0 [ 8. ८८ 
र्श्य गो ] 
|; न्प श (<)42, 


0 (220) 
अनओ है 2 


72 


जहाँ » (४८०) 9 तथा ० के बीच स्थित है तथा प्रत्येक £/>0, (75-, 2 ..., #) ।इस प्रकार 
प्रमेय (2.) की उपपत्ति पूरी हुई । 
उपप्रमेय # 

यदि #+], 6, 5-%०/7 5० मारने तो हमें मुकर्जी तथा प्रसाद का प्रमेय ४ प्राप्त होता है । 


उपप्रभेय < 


यदि #>52, ८ 5२८, ८८ | 55/9:55/7975०१ माने तो प्रसाद तथा सिद्दीकी की |! का प्रमेय प्राप्त 


होता है । 


(2.) की विशिष्ट दशा 


8(24, 29, »-७ 27) 8(27) मानें तथा फलस्वरूप 75, 3५, --. 29) न्‍/ ४) तो हमें (2.) निम्त- 
लिखित रूप में प्राप्त होता है : 


किक 


यदि 6(7) >>347!| (>०)] तथा /%,) ४(2) का लेप्लास परिवत्ते हो तो 





॥/। व 

र ) ् या )2४ ध, ४५ 7 ०४ ४:+ &, #न72+_ [ 

( (७ ( ञ) हर 2+/+2, 4+ छका [ (2.4) 
27 72; 
_च 


फ.. .ि दा ५3) 2० 2)... लत 9 
5 0 जम छा | 22. 222 * ली  ह 


है 
((०,,, 9,0)), (7 -74४- १ रा १४))» (4, 43 $ 0.05), 2०० 
(०५, १४)/5 ((॥---8७-४# ६, #7 ६), (८,.व५ 24+7)2 ००९२ (८५, »/) | कप 
24 ६(2०) बंट, 
59 (4५, 9५), (्‌! न0० -न्‍०77, 4 ०:- ०9) ह हे ४) है 


ह 9 23.. उय । ० उत्य /26। 


0.7 0 
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(.) के उपयुक्त समस्त प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं और | है 27 &(27)45: का अस्तित्व होता है । 


उदाहरण 


माना कि 82) च्शा/7// #, ,,, (82). तो एडेल्यी (2 तथा 26 9. 270 तथा 33, 954) 
की सहायता से 


१४ (४9 -- ७) /(-- ॥-- 
0०) ] अं7 कक 77 - (34 न्ज्ल 8)(७ /ड 2 (>/2), (2 5 ) 


जहाँ ॥(७)-<#() < -/((४७), तथा 
हे हा -4 (2-४ 0-//४-- हर 7 ना 92“ /४-- ६ चीविकओ ।क॥ [-- ४ 
कि 8 (2023 50/75/7745 020 ५7 [तु ) 4 | लक हमार ) (2.6) 
(2.4) में (2.5) तथा (2.6) के मान रखने पर 


"50 00 7 हे 7 0 
2 __72"0 0 |2 97--7. ०/०.क। 
| गा (((-४27) 24 (५3/2) ड के (2, (२॥/4))/| | 











/ ०, (4७ 7४)) कक 
>< 72४ गेट (०८/०)१| १ जे चित कप > ट (४;/4,) | हा 
मा (क ह०)| 7 [ रत ० 
(20)7॥2 80-7/2 29--3/2 
> पॉ पर धर 
(८७, %/५)) न आग । 9 (-)7 6,% 
“् गा (७-/+व) (०४०) #+ ० ४०० उप 
१(५८५, १५)) [7 7) 
हैं 


7! ( -+ 5४7] ए्‌ ््स्ज्छ + करी गर्ल | 7 42 


24 2+7+- 05 (+४४+१३ | हू 


__०ा पर) ५४ 32 #.. 
( न्न्ज ” 9! ( । न हि 7, 2«>४५ ( [ ) (९५५ १४) 
(4७, %») ), ((! “४६-४०, 7 %)), (4,:५.व, 0,४+] )+ ०» ० (८८५, 0५) 


(( “29-74 &, #&&)) (८५+7: 2४+7)5 कह 26 2 (८५ ह 


' (4--०0--ै०३, #०,--०,) 
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जहाँ 7(/)--]<#20)<-#(॥)); 2 तथा /#?* पूर्ववत्‌ हैं तथा (.) के उपयुक्त प्रतिबन्धों की तुष्टि 
हो जाती है । 


प्रमेय 2 


यदि 6(४)--247!|[/(<,)], जहाँ 7») 8(2,) का हैंकेल परिवतं है तो 





| 
पदक ० 
8 2 दर -रझ 2-/-थ्क 
() न्‍+ -----_-_-_-++ ६ हे > ही, कस दे, + 7+]/श+ श्फे ना 
अकाामन्‍णम़् है हि 4 3 
हि ०* ६: 2.४  (3--४9+ ) 
क्च 
हैं... जल + बल 20४ 87-7२... 60 २७९ 
2 | पु लक कला 52] | रन ५ न 3 ००० 
2८ 26 | प्र ्र अल 2 23/ ५. 249 243/ 
| गीत जे... [क्र कै (-वंदग किक 4) 


खछ न *: ] 


7/ 7: 


“7 हा ट ((०:७ १४))5 ((+ 2० 456 &#&)), (८, +75 १/४+7)5 *०-४(0/$ %#) । 
(4, +.५ 07 5 ०००१ (८. | 0५), (! पा 0 --4०,, #&70. का ०५) 


0 
८ | 2277 /4+ 27 8(2,)42।, 
0 


! हि 7 « 
ए न ऊ न 22४ 2! नी ९ ? रे (०४५2, 9) तक +श्न-३2:>0; 9०45 ०३220: 
आओ 


| 
५ का हक ( कक लि 
है अं गर्म नव) ०] 


(०), (8) >0, (₹5], 2, ..> 7): अत्येक .[>0, (#754, 2, .-७ 7): 


ढ़ » ! #--ड [<7, 65 
5. (547): 7>0; -गै<आ व 2  आ 2-2 औक मी आ ; 
न (2067) म गगन 72] ह 


[ब्राह है| <एक, ए>9: 9 #& ० पूर्ववत्‌ हैं और (2.7) का दक्षिण पक्ष ऐसा है कि समाकल 
[ आशाभा ह(०)४ 4५ ४००0 का अस्तित्व हो । 
0 
उपपत्ति : 


पहले की भाँति 


0एचो5 [एसपी के एवटा) ह(पोवैमा 
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जिपे (.) में इस प्रतिबन्ध के साथ श्रतिस्थापित करने पर कि समाकलन के क्रम में परिवर्तन वैध है, 
प्रतिस्थापित करने से 


00 00 50 7 है 

86) | 27 8(2:) 4ट। | मा 6 22220) ईे ऑ्धित (2.0) 
0 - 0 0 ं 

(४५, न 


(8७ £»)) 
। । ((०/५, ह /' 


हैँ .)० 758 ५ 
(2, (>८/॥/4)]) श 70% 2] 5 (ट, (>7/4])४ | 5 





4 धर 


कः है १ है 
का | हा ' | बा 
हे हे (4५, 94)) 


प्रदान करता है । अब ०,(5&,2,) के लिये श्रेणी प्रसार 


५ (02५ ) चर < रा )४ ( ई5] ) ४#+2,0/ 


0०0. ४ /(५--[ -- ४) कल 


का मान (2.8) में रखने पर तथा ज्ञात फल की सहायता से बहुक समाकल का मान निकालने पर हमें 
प्रमेय प्राप्त होता है । 
(2.8) में समाकल के क्रम को बदलने की वेधता सिद्ध करने के लिये हम पहले देखेंगे कि 
[ 0(% लघ », के लिये 

“/(>7)57 < न्‍ कि | हु 
(0(४77/) दीघ «४, के लिये 
बहुक समाकल (2.7) पूर्णतया अभिसारी होगा यदि 

रव्मनशनी३)20; ०५ ००२0; (०७), १(8/)>0, (/-], 2, ..., »); 
८८ 2+ मी कं] <-/ जहाँ 5, 8 पूव॑वत हैं । 
० ० 7बव 72) ग 


(2.8) में 2, समाकल पूर्णतया अभिसारी होगा यदि समाकल 
॒ 27 2(2,)42, तथा डा +7/774५ /(2,)45, का श्रस्तित्व ही ।, 


अतः कथित प्रतिबन्धों के श्रन्तगंत समाकलन के क्रम का प्रतिलोमन वध है बशर्ते कि परिणामी 
समाकल (2.8) पूर्णतः: अभिसारी हो । 


उपप्रसेय॑ 7 


यदि #+-, ८,5--७]55०,, मानें तो हमें मुकर्जी तथा प्र्नाद का प्रमेय /» प्राप्त हीगा । 
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उपप्रमेय 2 


यदि #+>2, 6, 5०४,८--5७75०४5-०, मानें तो प्रसाद तथा सिद्दीकी /४ का प्रभेय प्राप्त होगा । 


उदाहरण 


माना 8(27)ल्‍-2.7/6 ७&क (--६ 2) 7,(923) । फिर एडेल्यी (7, 9. 50, 954) की सहायता से 


हमें 
45 -- 92 + >.2 
(22) 5 दे 8-३3 (:-3/2 (>कज् ) द (2.0) 
प्राप्त होता है यदि 
/९(६) >> 7798 (9):>0; #(>2) > -३. 
एडल्यी (6, 9. 327, 954) के भ्रनुसार भी 
८4 87"7(2»+] -:- 2/५) प 84 
| 2, //7/2+2४ 8(पोवम > कर क्र कफ श्ये न अं, ४ नगर; -+;-- क्र (2,4) 

बशततें कि १(4)>> ॥748 (2)0; 2७) -३- 


अब (2.7) में (2.0) तथा (2.]) के मात रखने पर हमें 


| कफ | 6६27 (“पं ) 7 3१ (2 (>0/०9४ 











श्श्ा कक. 

र्उ. है; 7" । 0 (4५ १४)) 

0 2 हक 20 (0 खड़े या अधि | (६/०)४ | 
के (8 80) / [२ 
7 
८५, ब्रा 774/2& | न 2॥ 
> व्य/ व के (वी 2 के टकाधिशो 

((4५, 04)) हा 42९] २२ 5) ७० 4.४ /(५9----2४) 


2% 7७--]) रा छ 
हि ब्म्मो 


! (। ०.-7+ है 27 न ।( ८५ 02) 
रा; कक  ) | 2 22 228 


((4७, 0,४) )$ (( का --9०), ४7), 


प्र #कान 
/ची ती 09 0+४+॥॥ 





८०७६ । ] हक न जी (०५, १४) / (। “80-60, &&)।), (0५345 90,5४४ 9 (८५, की 
#.. //+ 
(धंआ+ ७ 0क+)3 *** (4, 00), ([--०--रैं०, ०-०७) 
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प्राप्त होते हैं बशर्ते कि 7(८)> ॥788 (8)>0; 70) > -+ तथा (2.7) के उपयुक्त प्रतिबन्धों की तुष्टि 
होती हो | 


प्रसेय 3 


यदि $(0)--7/४7|[/(2)] तथा (5) रूपनारायणा ।भ के द्वारा प्राप्त ७, 0, #म परिवतं में 
आत्म व्युत्कम हो तो 





ए द्र्प्र 
है ] द्0 ( ध )% 2-४३-4 (९ -7+]+-7/2--2." 
/)-- सा 5 
५ ) हा (् ) 0०0 /ं छत -- र्न- ५४) (2.] 2) 
2 
च 


॥(शागम--7) 7 (09 -+३-/ + ४0-2४) -; प्रशानाहु) 7कक+ ० >> 
:(प्र+ख्ाप्र-+- +२र) :(--/(, + #ा + ३-- 2४) हे ५.५०, 6555 बल हे श 


20 ४ | /' ॥0/ 8 । ग 
[..277४7/8 7 </ हक 8 ८ ( / 32 ] 
2 हक ( 72 क ४ 7+£ (५०% १४2)» 


[(4,,, 0,)), ((7! -गा4 ४-२१ /%)), (4,+5 0,४+)+ ++०७ (4५५ ०५), 


((! “7200-४5, #2,)); (०५+व: $ 0088 5 (८/५ »/) ०० 
है, डा याप+ 7 ॥2)45,, 
(।---०0--/०,, ० --०,) 


बशतें कि. #-- < [ण्क ४ या ८ | हे |० 5 2 | | 
ये 7 है का ॥ ण्ब्‌ू नया 2] 


०॥, ०५:०0; प्रत्येक ४->0, (#ज7, 2, ..., 7); --9< 7? नी व मं 5४] 8; 
० ०7 2 ॥$ 770; 





०--एाा। /(2;/८,), (#5-, 2 ); 8७-7745 7? हक पे ] (४+>, 2, ..., 8); 
/ हि 
रा (०/६7)2४->0; (०), #(8/>0, (7+-, 2, ..., 7); |भड़ > | < ३0%, 0:>0 


ए 
जहां हे थ जज +] श्र हा ५4 आज 0 हम कप 0) 8 


समाकल | ह 7/770 (2/)42,, 220, विद्यमान हों । 
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उपपत्ति 


हमें ज्ञात है कि 


[ 
म हि 2, 4 > 27 | पका -३ ) 
(22) चच््ट्ेगव | (22, )7 7२+-२॥/4 ्श ४ | 2 ८ ! 


हे 





(09 ), (7+27#५, 4), 
(१३-/7-+7#9 -- ३, ! 


) 
(--2%0, ), (0, ।) | 740 


(2.3) में से सम्बन्ध ॥/7' 


[/2))] में /5,) का मान रखने पर एवं समाकलन के 
परिवर्तित करने पर जो दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तगंत बैघ है, हे औ 


(०० दो... 
#002520 | द्यार/ ७) ८8, [_... | रत हे. बना 
0 0 ॥॒ 


गा (2.4) 
((4,, का 
(9, £,)) 


/ (०५, 
/ 22. 87 | क (;/4))/ ही (८५ 9५2) 
ं & (4५ %)) 


का 


7 
श्ु 


५ 0 कि (5/ग्गेश [ग 


[| 0 6 
>< (2, (.५/०)४ | मई । 
पक 





८ 7775 ८ 
१, 9 


आर हैं अप आए ऋपणकापक इज. न्यू 





2, 4 जी 27 
१. रह 5 +4|[ 7 ४ 
4 


7 





(४7-४7 -३, 4), (0- न १४7 -- ३, ) 
व धद्ा 
हि 


(97, ), (४, --279, ), (--270, 4) (0, ) 


भ्रब मुकर्जी तथा प्रसाद £? के द्वारा प्राप्त #-फलन के घात श्रेणी प्रसार की सहायता से 


7+, ४ ((ध »+ ०५) के 
५, ता | कप जे ञ्र (नर 4)? 
(8५, /00), ((0५, 59)) 0 न | 


7०0) 





777 5 
(7 2(0०/-» 8) / 7(-- 4|-/» ०)) 
हा 4 चग 


| 


2 
॥ न्‍अ्वलकअकनत्या ४८ 3 ः 3 कक हक 
पक (| 9 -// हु ) अर ई मा ॒ (६, 27 ०) ) 


२५ 








80-77 


जहाँ (46 का 


:3 ८7? (20//५0) < 6, [ काए ८ | &< $०ेग, )2>0 तथा 
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7 


५ 
गेन्‍ल्ट किरण मिनट श्रे-ट ०३430 तथा 42 मिनट 2०% 





है उच्कातई न है ८ हा च्चि 
हमें 
99 4 का 5 (#प्रत्शधय-- 2+ 32507 नाणान जा 775 न 4५ ] 
79, 4द्वा (2.5) 
| [, ४ (०3, ), (४; +-277, 4), (--279, ), (0, ) 
कप ( )7 4 (2#07 --7/) (7 --/5, -+- हा गन (५ 5 )शपर+क 
7 यतक 0) 7, कया गन) ग(>पिनशधक -7) 7 ; 


प्राप्त होता है बशर्ते ॥(9,--8 --#/ --३):>0; 9<0<9<-2#7 तथा 2% घन पूर्णाद्ू नहीं है । 
(2.4) में (2.]5) का मान रखने तथा समाकल और संकलन का क्रम परस्पर परिवर्तित करने 


पर, जो दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तगंत वैध है 


260 2 5 कि 5 36 वि 2 20650 -|77... मम का कम अल 
४ (पर+थशाशत+-4 + २) ४ (०७-++ २४) २ (--/८: +# + ३-+- २) 


00 ५० ५0 | नि [8 हि 
0 0 0 है हे ब्ग््‌ | 


॥। (व ४5 ५! ४) |; 
५ (# 059 ६०) | 





हे 7 दे 725 ॥ 7 हि 8 पा ०2 
० | (0/०)४ ) | हे |  खि (2, 0५/०)४)| 


» १/)2/ | + 
पी रजडी । पय 45; 
(०७ कर 





अब ज्ञात फल (2.3) की सहायता से बहु समाकल का मान ज्ञात करने पर हमें प्रमेय प्राप्त 
होता है । 
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0 प्ाध्याई070, भाग 7, सेकग्राहिल न्‍्यूयार्के 954 


2- मुकर्जी, एस० एन० तथा प्रसाद, वाई० एन०, मेंथ० एजु०, 973, 7, 98-04 
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श्रीवास्तव एच० एम० तथा रेखा पंडा, ७६806 67रं० एक्का शैटा९०05०89०ए००7 2फडशत040 9?70- 
०९९४7०258, 973, 76 (4), 308-39 


प्रसाद, वाई० एन० तथा सिद्दोकी, ए०, ज्ञानाभा 974, 4, 9-27. 
प्रसाद, वाई० एन० तथा सिंह, एस० एन०, इण्डियन जनें० प्योर एप्लाइड मेथ० (स्वीकृत) 
रूपना रायण, एांए, ७०0760. 700770700 २०७70. 860. /६६., 956-57, 86, 269-300. 


एडवर्ड, जे० : ७ 7८४5९ ०॥ (06 व्हाब 080०7०७ भाग 7. चेल्सिया पब्लिशिग कं० 
न्यूयार्क, 954. 
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पारिजात के पुष्पों के फ्लेबोनाइडों का अध्ययन 


एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 
विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जैन 


[प्राप्त-जनवरी 2, 976] 
सारांश 


पारिजात के पुष्पों के दलपुजों के निष्कर्ष का सान्द्रीकरण करने और फिर ठण्डा किए जाने पर 
-मंतीटॉल की प्राप्ति की गई। मैनीटॉल के प्रथक्‍करण के उपरान्त बचे मातद्गभव में ग्लकोस की 
उपस्थिति ज्ञात की गई । वर्णलेखी विश्लेषण द्वारा दो फ्लेवोनाइडों की उपस्थिति निश्चित की गई। 


उनमें से एक श्रस्ट्रेगलिन (7) प्रमाणित हुप्रा तथा दूसरे का निकोटिफ्लोरिन (ए) होना प्रस्तावित 
किया गया। 


है है।!॥ ३: | ७/॥ 


म]॥8एणाणंतंड ॥7णा प6 ग0ज927 0० 'िटशापि65-श0 ०ण--(ंड[5५ है गा . 2979 8. &., (98 870 
७, ४. 50244, शादरिवण एफंएशआाए, एकांत . 
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“नक्टेन्थस-अरबो र ट्रिस्टिस-लिन (हिन्दी : पारिजात तथा हरसिंगार) ओलिएसी परिवार का 
सदस्य है । यह छोटे तने वाला शाखायुक्त पेड़ होता है जिसके पीले-नारंगी दलपुंज युक्त श्वेत पुष्पों में 
विशिष्ट मधुर सुगंघ होती है । इसे उद्यानों में सुगन्ध एवम्‌ सुन्दरता हेतु लगाया जाता है । मध्य प्रदेश 
के जंगलों में मी यह बहुतायत में पाया जाता है। इसकी तीक्षण पत्तियों और बीजों को आयुर्वेद में 
उपचार हेतु प्रयोग किया जाता है?”। हाल ही में सेन तथा सिंह?) ने इसकी पत्तियों से दो फ्लेवोनाइड 
प्राप्त कर उनका विशिष्टीकरण किया है, किन्तु इसके पीले-नारंगी दलपूंजों युक्त पुष्पों के सम्बन्ध में 
कोई उल्लेख प्राप्त नहीं है । प्रस्तुत शोध .पत्र में इस उद्देश्य की पूर्ति हेतु किये कार्य का उल्लेख है । 
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प्रयोगात्मक 


. भेनीटाल की प्राप्ति 


पारिजात के पीले-नारंगी दलपुंजों को ऐसीटोन तथा ऐल्कोहल से निष्काषित किया गया । दोनों 
विलायकों में प्राप्त निष्कष को मिलाकर अल्पदाब पर आसवबित कर सान्द्र किया गया। इस सान्‍्द्र 
विलयन को टण्डे में रखने पर एक श्वेत पदार्थ प्राप्त हुआ जो रासायनिक श्रभिक्रियाओं, द्रवरणांक, 
प्रामाणिक नमूने के साथ संयुक्त द्रवर्शांक तथा इसके ऐसीटिल व्युत्पन्न के द्रवशांक तथा संयुक्त द्रवर्णांक 
द्वारा 2 मंनीटॉल प्रतीत हुआ जो कि निम्नलिखित आधघारों से झौर प्रमाणित होता है । 


. विश्लेषणात्मक परिणाम : 


प्राप्त 6, 39.8, प, 7.84, ८६४8,, 0५ के लिए आवश्यक ८), 39.55, प, 7.6% 


2. अवरकक्‍त स्पेक्ट्रम : 
पोटेशियम ब्रोमाइड में निम्नलिखित बेंड प्रदर्शित करता है । 


3450 ०77? (हाइड्राक्सिल समूह के कारण) 


3000 ००००, 460 थआ7 तथा 370 ०७ग् (सन्तृप्तता के कारण) 


2. म॒क्‍त ग्ल्‌कोस 


>-मैनीटॉल के पृथक करने के उपरान्त शेष मातृद्रवः मालिश परीक्षण देता है जो कि मकत 
शर्करा की उपस्थिति का द्योतक है। मुक्त शर्करा वर्णलेखी और सहवर्णलेखी द्वारा ग्लकोस 


प्रमाणित हुई । 
3. प्लेबोनाइडों का पृथक्‍्कररण 


मातृद्रव को जल से तनु करके एथिल ऐसीटेट से द्रव-द्रव में निष्कर्षण विधि द्वारा निष्कृषित किया 
गया। प्राप्त विलयन से एथिल ऐसीटेट को अल्प दाब पर आसवित कर निकाला गया, विलायक के हटाने 
पर गहरे भूरे रंग का अवशेष प्राप्त हुआ, जिसमें वर्णलेखी (विलायक नियामक : क्लोरोफॉर्म-मीथेनॉल 
7:3 में ॥१/0.7] तथा 7९/0,37) द्वारा दो पदार्थों का होना पाया गया । 


बड़ पैमाने पर पृथक्‍्करण क्लोरोफार्म-मीथेनॉल 7:3 द्वारा सिलिका जेल के दण्ड पर किया गया । 
पहिले कुछ प्रभाजों में अशुद्धि होने से उन्हें ऐसा ही छोड़ दिया । भन्य प्रभाजों को श्र मूल्य के आधार 
पर समूहबद्ध करके एकत्रित किया, तदुपरान्त विलायक को आसवित करने से पदार्थ “अ” (7९४ 0.7 
प्राप्ति 0.05%, द्रवणांक 76-80) तथा पदार्थ “ब” (7९/ 0.3) प्राप्त हुये । 
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4. पदार्थ “अ” की पहिचान 


पदार्थ “अ गुगात्मक विश्लेषणाभ द्वारा फ्लेवोनॉल ग्लाइकोसाइड पाया गया जिसे निम्न- 
लिखित आधारों पर अस्ट्रेगलिन (केम्फरॉल-3-ग्लकोमाइड) (7) प्रमारित किया गया । 


] विश्लेषणात्मक परिणाम : 
प्राप्त : 0, 56.4, छ, 5.09, 0५,,89,,0,, के लिये आवश्यक ८, 56.0, छल, 4.88% . 


2, पराबँगनी स्पेक्ट्रम 


एथिल ऐल्कोहल में अत्यधिक अभ्रवशोषण 265, 300 तथा 35] प्रा० (फ्लेवोनॉल के विशिष्ट 
अवशोषण) प्राप्त हुये । 


#6 0 हो बा 9 -<_»- गा पी क बह 430 मजा / 
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3. ग्रवरक्‍त स्पेक्ट्रम 

नुजुल मल में निम्नलिखित बेड प्रदशित करता है । 
]070 ०४-7१ (ईथर बन्ध के कारण) 

]700 ०४7 (कीटोनीय समूह के कारण ) 

3300 ०77 (हाइड्राक्सिल समूह के कारण) 


4. जल अपचधटन 


पदार्थ “अर” के जल अपघटन पर एग्लाइकॉन (द्रवर्णांक 278-80" केम्फेराल का उल्लेखित! 
द्रवरणांक 279-80") प्राप्त होता है तथा शकरा वर्णलेखी तथा सह-वर्णोलेखी द्वारा ग्लूकोस प्रमारिणत 
हुई। 


5. पदार्थ “ब” की पहिचान : 

वर्णलेखी द्वारा प्राप्त पदार्थ “ब”, पदार्थ “अ” पर किये गये परीक्षण [0 करने पर फ्लेवोनॉल 
ग्लाइकोसाइड प्रमारित हुआ । यह जल भ्रपघटन करने पर शर्करा परीक्षण देता है तथा पराबेंगनी 
स्पेक्टम में 265 तथा 345 #%४ पर अत्यधिक अ्रवशोषणा प्रदर्शित करता है। अत्यन्त अल्प मात्रा में होने 
के कारण इंसका अधिक अध्ययत न किया जा सका, फिर भी इसके ब्यु टेनॉल-ऐसीटिक एसिड-जल 
विलायक नियामक में 7२/ 0.42 तथा पराबेंगनी अवशोषण के आधार पर इसका निकोटिफ्लोरिन (2४) 
होना प्रस्तावित है । 


380 एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 
इस पदार्थ का अग्निम अध्ययन प्रगति पर है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग, नई दिल्‍ली का किये गये कार्य के समय उसे प्रदान की गई 
शोध छात्रवत्ति के लिए आमारी है । 
निर्दश 
[. चोपरा नायर आर० एन० एस० एल० तथा चोपरा, आई० सी०, 0]055क7ए ० ताबा श८वां- 
थंधर्श 8705 (एस० आई० आर० नई दिल्‍ली) 956 
2. सेन, ए० बी० तथा सिंह, एस० पी०, जन ० केसि० सोसा०, 956. 4 (3), 924. 


3. गीसमान टी० ए०, “४6 (कछ्यांड7ए 00 789070040 (:८0770फ7709' सम्पादक गीसमान, 
पर्गमॉन प्रेस 962. 
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मिद॒टी के पोषक तत्वों पर सुक्ष्ममात्रिक तत्वों के अवशिष्ट 
प्रभाव का अध्ययन 3 


शिव गोपाल सिश्र तथा रामशंकर द्विवेदी 
कृषि रसायन अनुभाग, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[प्राप्त--जनवरी 20, 976] 


सारांश 


लाल मिट्टी में डाले गये ताम्र के साथ फास्फोरस तथा नाइट्रोजनब का प्रभाव न केवल डाले गये 
तत्वों पर वरन्‌ भ्रन्य सुक्ष्ममात्रिक (लोह, मैंगनीज तथा जिक) एवं स्थूल तत्वों (कल्सियम तथा मेंग्नी शियम ) 
की उपलब्धि पर 2 वर्ष पश्चात्‌ मक्का परीक्षण-फसल के रूप में उगाकर अध्ययन किया गया | ताम्र, 
लोह तथा मेंगनीज की उपलब्धि में ताम्र-फास्फोरस अन्योन्य क्रिया के कारण वृद्धि हुई परन्तु सार्थक स्तर 
तक नहीं । उपलब्ध जिक सार्थक रूप से बढ़ा | यद्यत्रि उपलब्ध फास्फोरस केवल निम्न ताम्र संयोगों में ही 
बढ़ा जबकि उपलब्ध नाइट्रोजन, विनिमेय कैल्सियम तथा मैग्नीशियम विचरणशील रूप से प्रभावित हुये । 
ताम्र तथा नाइट्रोजन के संयुक्त उपचार लोह तथा जिक की उपलब्धि में सार्थक वृद्धि श्रकट करते हैं जबकि 
उपलब्ध फास्फोरस घटा परल्तु प्रभाव सांख्यिकीय दुष्टि से सार्थक नहीं रहा । विनिमेय कल्सियम तथा 
मैग्तीशियम और उपलब्ध नाइट्रोजन अधिक नहीं प्रभावित हुये । उपलब्ध लोह की मात्रा दोनों अच्योन्य 
क्रियाओं, ताम्र-फास्फो रस तथा ताम्र-नाइट्रोजन में प्रथम वर्ष की अपेक्षा 2-3 गुना भ्रधिक रही जबकि 
उपलब्ध मैंगनीज प्रथम वर्ष के पश्चात्‌ निश्चित की गई मात्रा का केवल /3 था । 
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382 शिव गोपाल मिश्र तथा रामशंकर द्विवेदी 


अंशाठ्या 6ए2., 4एव996 27 078285०१ डअंशगरंगीटय-9. लि०ज़९एछ 8ए३०6 ? पधाटा2३४९१ 
णाए बा 0म्नर एप ठ007ण्रगन्रा075 जञला888 बष्था।4008 ', टणीकराए०३0०0० (०३ थात॑ ४ फटा 
बील्छाल्व प्ांबाणए,. 0एकराजंगर0 एप 870 'र 67678 60 (0 28856 (06 2ए०४[३७०॥( 0 
छझ& 270 270 40 ॥76 ४ ठ्या। [6ए९७ जा676858 2एथ90]6 7 8607683560 9पफ/ (6 ढॉर्िटट ए5 
डकााडतटकए ॥07-8ंश्णीटका,. सडलाब्ाइ०80॥8 (2 260 'शँ३ 2ात॑ 4एक॥076 र जाल एतठा 
4ी6णए०त प्राणी, 6 गाण०फा ० 38एव306 786 73$ 2667 7प्रात [0 56 2-3 ४7658 ॥7706 
[6 5$९0070 फए&87 प्र7/087 007 ॥6 (पर -र 2700 870 (एप- ९ राश'82005$ 88 ०07747/९0 
क्‍0 गिर एडका' ज्रताह 3एथा906 ।थए एव 0ग्रॉए व/3 (6 बाा0०फा शा ए४३९०त शीला (6 75 एटा. 


मृदा में उपलब्ध तत्वों का निश्चयन संतुलित पादप पोषण के लिये ग्रत्यन्त महत्वपूर्ण है क्योंकि 
मृदा में उपस्थित उपलब्ध तत्वों एवं पोधों के भोज्य तत्वों की आवश्यकता के ग्राधार पर किसी फसल 
विशेष के लिये उर्वरक की मात्रा संस्तुत की जः सकती है। मृदा में उपलब्ध तत्वों का ही पौधे उपभोग 
करते हैं, बदले में वे जड़ें तथा कुछ अ्रन्य कार्बनिक पदार्थे मृदा में छोड़ते हैं जो कि अनुकूल परिस्थितियों में 
सूक्ष्मजंविक अपघटन द्वारा खनिजीकृत होकर मृदा तत्वों की उपलब्धि में वृद्धि करते हैं। यह वद्धि 
इतनी अधिक नहीं होती कि. अगली फसल के लिये पर्याप्त हो सके अतः तत्वों की अतिरिक्त मात्रायें 
डालता आवश्यक होता है । किन्तु डाले गये तत्व किसी मिट्टी में कितने काल तक उपलब्ध होते रहेंगे 
और मृदा में प्रचुर स्तर बनाये रहने में समर्थ रहेंगे यह ठीक से ज्ञात नहीं है । 


प्रस्तुत अध्ययन का उद्देश्य मिट्टी में सृक्ष्ममात्रिक तत्व ताम्र (00) के साथ 7? श्रथवा ' डालकर 
फसलें उगाते रहने के फलस्व्ररूप 2 वर्ष बाद मृदा के पोषण स्तर में होने वाले परिवर्तन ज्ञात 
करना है । 


प्रयोगात्मक 


ताम्र-न्यून तथा फास्फेट के साथ अनुक्रिया करने वाली मिट्टी बसहरा से एकत्र की गई जिसके 
कुछ भौतिक व रासायनिक गुणघर्मं सारणी में दिये हैं। मिद्दी को चालकर तथा सखाकर 4 क्रि०ग्रा० 


मात्रा मिट्टी के बने गमलों में भरी गई जिनमें पालीथीन का अस्तर गया लगाया था। निम्त उपचार 
दिये गये । 


. (०-९ अच्योन्य क्रिया हेतु 


(०४) 0, 50, 00 तथा 200 अंश प्रति दस लक्षांश फास्फोरस (०(0,?0 ), 8,0 (४. १२.) 
87806) के द्वारा घोल के रूप में 


(8) 0, 0, 25, तथा 50 अंश प्रति दस लक्षांश ताम्र (750, , 50,0 (&. 7२. 27900) के 
द्वारा घोल के रूप में तथा 


(०) इन्हीं तत्वों के सम्भावित संयोग 


सूक्ष्ममात्रिक तत्वों के ग्रवशिष्ट प्रभाव 383. 


2. (ए-ष अन्योन्य क्रिया हेतु 


(८) 0, 40, 25 तथा 50 अ्रंश प्रति दस लक्षांश ताम्र (०७0, .598,0 (४. २, 27900) के द्वारा 
घोल के रूप में 


(2) 0, 00, 200 तथा 400 अंश प्रति दस लक्षांश नाइट्रोजन यूरिया (&. 7९. ४780०) के द्वारा 
त्रोल के रूप में तथा 


(०) इन्हीं तत्वों के सम्भावित संयोग 


गमलों में मक्का ((0790आ6 टरउक्आा एथ7७:०) उगाया गया तथा अन्तत: 4 पौधे बढने दिये 
गये और उन्हें विश्ञायनित जल द्वारा समय-समय पर सींचा गया । बुआई के 45 दिन पश्चात्‌ पौधे 
काटकर मली माँति बूप तथा ऊष्मक में सुखाये गये । पाइपर ४ द्वारा वणित आाद्रं-पाचन विधि से 
वानस्पतिक पदार्थ को अ्रपच्यित करके मानक विधियों द्वारा विभिन्न तत्वों की मात्रायें ज्ञात की गईं । 
फसल कटने के पश्चात गमलों से मिट्टी के नमूने लेकर मानक विधियों द्वारा विभिन्न तत्वों की उपलब्ध 
मात्रायें ज्ञात की गईं | यहाँ बात विशेष उल्लेखनीय है कि ]५, ए, पट की रंचमात्रा भी ऊपर से नहीं डाली 
गई । दूसरे वर्ष इन्हीं गमलों में ५, ए, [( & 20: 60: 60 ७97४ डालकर पुन: मक्‍्के की फसल उगाई गई 
तथा प्रथम वर्ष की भाँति 45 दिन के बाद फसल काट ली गई | इस वर्ष जड़ों को भी विलग कर लिया 
गया। श्रथम वर्ष की माँति इस वर्ष भी फसल कटने के पश्चात विभिन्न ग़मलों से मिट्टी के नमूने लिये 
गये और उनमें विभिन्न तत्वों की मात्रा ज्ञात की गई । १7, 2५ तथा ४४ का निशचयन ल,040 
'पी-एच 7.0) के निष्कर्ष में क्रमशः चेंग तथा ब्रे, ! जैक्सन /) तथा चेंग और ब्रे/! की विधियों द्वारा किया 
गया । उपलब्ध लोह, जिक तथा फास्फोरस के लिये क्रमशः ॥0 रप्त,08० (पी-एच 4.8), [धापाप्त 
040०+--0.25% डिथीजोन तथा 0.50 २४8८०, निष्कर्षक से क्रमश: ओल्सन 4 शा तथा डीन एवं 


श्रोल्सेन / इत्यादि द्वारा वशणशित विधियाँ प्रयोग में लाई गईं । प्राप्त आंकड़ों का साँख्यिकीय विश्लेषण 
भी किया गया । 


परिणाम एवं विवेचना 


(9 2? उपचार 


मिद्ठी वर्ष पृत्रं डाले गये ताम्र तथा फास्फोरस की विभिन्न मात्राओं के कारण उपलब्ध ताम्र 
की साथ्थंक वृद्धि देखी गई जो कि ताम्र की अवशिष्टठा की द्योतक है । पूर्व संयुक्त उपचार (7४५८०) का 
प्रभाव इन्हीं तत्वों के पृथक पृथक उपचारों की अपेक्षा अधिक रहा किन्तु यह उपलब्धि प्रथम वर्ष फसलो- 
परान्त मृदा परीक्षण से प्राप्त उपलब्ध मात्रा को तुलना में कम रही । इससे मिट्टी में डाले गये ताम्र के 
निरन्तर ह्वास के साथ ही मिट्टी मैं एप तथा ? के ऐसे संयोगों का आभास मिलता है जो सर्वथा अविलेय 


न होकर उपलब्ध आवस्था में हैं। पूर्व उपचारित फास्फोरस की निरन्तर बढ़ती मात्राओं से उपलब्ध ? 


में सा्थंक वद्धि इसकी अवशिष्टता का द्योतक है 
587? 2 
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साररगी | 


मिट्टी के कुछ भौतिक एवं रासायनिक गुण 


कार्बनिक कार्बन 


उपलब्ध लोह (अंश प्रतिदस लक्षांश) 


उपलब्ध ताम्र(अ्रंश प्रतिदस लक्षांश) 


उपलब्ध जिक (अंश प्रतिदस लक्षांश) 
उपलब्ध नाइट्रोजन (अ्रृंश प्रतिदस लक्षांश) 


उपलब्ध फास्फोरस (अंश प्रतिदस लक्षांश) 


(फ 
(! 
प0 


(५5 


(7६५ 


औसत 


0.450 


0.533 
.083 


2.533. 


.230 


5. 


(0. 0.) 5% 


0.494% विनिमेष [थ॥] (अंश प्रतिदस लक्षांश) 26.9 


3.6 


0.250 


5.40 


252.0 


8.4 


सारणी 2 


कल्तियम काबनिट 0.27 (%) 


बाल्‌ 


सिल्ट 


मृत्तिका 


(ए४-? अन्योन्य क्रियाओं का प्रभाव 


सारणी 2.] उपलब्ध ताम्र (श्रंश प्रति दस लक्षांश) 


2५0 
0.200 


.450 


4.283 
£,733 


.842 


एप 


5. 0.333 


0.679 


?00 
0.27 


.250 


4.633 
4.0667 
.992 
7? 
0.333 


0.679 


2.833 


8020/ 


4,250 


22022 


(प> 7? 


0.667 


43.8 (%) 
28.4 (%) 


27.8 (%) 


औसत 
0.262 


| .442 
.530 


4. 046 
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सारणी 2.2 उपलब्ध फास्फोरस (अंश प्रति दस लक्षांश ) 


385 


7 ५ 200 2५00 झ्ोसत 
(एप 34.40 43.47 58.40 84.8 55.25 
की 8 203 33.60 50.00 65.06 36.60 54.37 
(प५६ 37.67 9[.33 37.06 83.33 67.70 
(७ 29.67 65.90 57.40 53.60 5.50 
ओसत 33,53 62.67 59.50 70.3 
ध्प धर (प>८? 
5. ९. 9.34 9.34 8.68 
(0. 9.) 5% कि 9.08 ही 
सारणी 2.3 उपलब्ध लोह (अंश प्रति दस लक्षांश) 
7 ९, 7.60 ?,00 आओसत 
(७ 82.20 70.67 7.07 7.37 73.62 
(५, 77.23 66.42 74.50 84.08 75.56 
(0०५६ 87.53 78.00 84.92 82.25 83.20 
(एप 50.67 86.07 80.67 8] .08 74.62 
आओसत 74.40 75.29 47.78 79.69 
्प मु (प>? 
9. £. 3.7] 3.7] 4.4] 
0:70335% . याद श क 
सारणी 2.4 उपलब्ध मंगनीज (अंश प्रति दस लक्षांश) 
? २६ ?,0० 9, औसत 
(0५ 72 8.33 8.33 9.54 8.48 
छा 7.80 9.54 0.75 .00 9.77 
(00५५ 8.32 9.80 0.90 2.00 0.25 
(०५५ 9.60 0.00 ].30 5.75 .66 
ग्रौसत 8.36 94.2 0.32 2,07 
(पर ए (प>८? 
9. 5. 0.87 0.67 ].7/+ 


((. 7.) 5% .76 .78 शा 
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सारणी 2.5 उपलब्ध जिंक (अंश प्रति दस लक्षांश) 


7, ?,, 200 २, ओसत 
09३... 4.26 ].06 ].26 .33 ].98 
(00,७ .66 .93 2.06 4.06 2.43 
& 0.73 2.06 4.3 2.06 2.24 
(0५, 2.73 2.60 [.66 2.20 2.29 
ग्रोसत 2.34 .9] 2.28 2.4] 
(छत (प>८7? 
9. 70 0.038 00.38 0.07 
(0, 0.) 5% 0.08 00.80 0.6 
सारणी 2.6 उपलब्ध नाइट्रोजन (अ्रंश प्रति दस लर्क्षांश ) 
ए, ९६, मा ए आ्रोसत 
| की? 8 23 25.66 ८2/५- 269,33 264.66 276,5 
(-ए7,५ 48 48 कट 28, 308.00 308.00 275.33 29.67 
(7प्र५ 283.00 0,003 2864,67 284.67 26.92 
(प७0 308.00 298.67 284.67 303,33 298.07 
ओसत 260.75 2]9,33 29].67 267.00 
्प । (ए>»< ? 
5. 77. हट /.97 5.94. 
(6:70)50 आह [6.7 -- 
सारणी 2.7 विनिमेय कल्सियम (मिली तुल्यांक /00 ग्राम) 
40 250 /400 2, ओसत 
(० 5.40 5.80 5.80 6.20 5.75 
(प70 6.00 6.60 7.20 5.20 0.25 
(0५५ 7.00 6.60 6.80 7.60 7.00 
(प५७ 3.60 3.60 35.40 3.80 के औ ७8, 
औसत. 6.05 6.5 6.30 6.20 
धप .. ७ऐए पर 
0 2..08 0.07 0.07 0, ]4] 


(0. 79.) 5%. . 0.4 0..4. 0.29 
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सारणी 2.8 विनमेय मैग्तीशियम (मिली तुल्यांक 00 ग्राम ) 


हे 4 ४ ए,,, ग्ौसत 
(एप 2.20 2.80 2.20. . 2.00 2.30 
(७ 2.20 .80 .80 2.00 ह 2.00 
(0,७ 2.20 .60 7.80 2.20 [.95 
(प६७ 2.00 2.00 .80 2.80 9005 
ओसत 2.5 2.05 .90 2.30 
ध््फ ? (प> 7? 
5, ए, 0.07 0.0 0.4 


८.7.) 50% 0.4 0.4 0.28 
( ४ 


उपलब्ध लोह की मात्रा में 2 वर्ष पूर्व डाले गये 0० का घनात्मक एवं सार्थक प्रभाव देखा जाता 
है । यह मात्रा पहली फस्ललोपरान्त मृदा से निष्काप्त लोह की अपेक्षा 2-3 गुना श्रधिक रही। संयुक्त 
उपचार ((०:४०) का प्रभाव धनात्मक होते हुये भी सार्थक नहीं है । दूसरे वर्ष लोह की इम वृद्धि का 
कारण मिट्टी में मकक्‍के की जड़ों के रहे आने और उनके अपघटन के कारण सम्भव प्रतीत होता है क्‍योंकि 
दूसरे वर्ष मक्‍्के की जड़ें भी पथक् कर ली गईं ! 


उपलब्ध |/॥ की मात्रा पिछले वर्ष की अपेक्षाकृत लगमग एक तिहाई ही रही । उपलब्ध लोह 
का अ्रधिक होना तथा उपलब्ध |(॥ का घटना ए८--)४ के मध्य व्युत्क्रम सम्बन्ध का सूचक है । मिट्टी में 
ही नहीं बल्कि पौधों में भी इसी प्रकार के परिणाम मिले हैं । 


धयए को उपलब्धि संयुक्त पूर्वडपचारों (0०9८7) से उन्हीं तत्वों के पृथक-पुथक उपचार की 
भ्रपेक्षा भ्रधिक एवं सांश्यिकीय दृष्टि से सार्थक रही किन्तु 0४ के ग्रवशिष्ट प्रभाव के कारण जड़ों में 
27 स्तर साथंक रूप से घट गया । 


नाइट्रोजत की उपलब्धता पर पृर्वउपचारित (४ तथा ? का पृथक पृथक प्रभाव सार्थक रहा 
किन्तु संयुक्त उपचार ((५५७८०) का प्रभाव सार्थक नहीं रहा । 


विनिमेय (७ तथा (४ की मात्रा 2 वधे पूर्व दिये 00, ? एवं 0७५८० उपचारों से सार्थक रूप 
से प्रभावित हुई । 
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(ए-- अन्योच्य क्रियाओं का प्रभाव 
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सारणी 3.] उपलब्ध ताम्र (अंश प्रति दस लक्षांश ) 


४9 

0.450 
0.500 
.450 
2.533 


.44] 


6. ए. 
(0. 0.) 5% 


0.20 
0.432 


| 400 
0.900 
2,050 
2333 
5,255 


2.633 


सारणी 3.2 उपलब्ध नाइट्रोजन (अंश प्रति दस लक्षांश ) 


४; 

256.67 
275.33 
283.00 
308.00 


280.,75 


5. ए. 
(0. 70.) 5% 


४७ 

82.20 
77.23 
87.50 
50.67 


74.40 


5. 5. 


(2. 0.) 5% 


(प्र 
4.46 
29.53 


२१५७ ; ४५५७ 
.65 .083 
.45 ] .733 
2.467 2-833 
4.07 4.200 
2.395 2.454 
पे (पट 
0.20 0.420 
0.432 0.860 
५१00 ३५०७ 
307.33 294.00 
3]2.67 334.33 
362.67 289,33 
322.00 294.00 
326.47 ०097.50 
पे (प्र 
]4.46 28.92 
29,53 सब 


7२,७० 
32.25 
70.58 
60.50 
75.50 
59.70 
(््फ 
5.02 


0,25 


कर 
3.02 
0.25 


स्‍३५०० 
36.83 
79.6 
07.67 
#5.33 


79.70 


(79८ 
0.04 
20.50 


सारणी 3.3 उपलब्ध लोह (अंश प्रति दस लक्षांश) 


४५00 
36.50 
66.58 
66.42 
86.2 


69.00 


औसत 
4.020 
.433 
2.80 
3.982 


ओऔसत 

283.33 
342,67 
36.50 
340.33 


ओसत 
56.95 
73.40 
80.53 
72.00 
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सारणी 3.4 उपलब्ध मेंगनीज (श्रंश प्रति दश लक्षांश ) 
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३0 300 ९५५७ ४0 ओऔसत 
एप, 7.72 9.69 9.86 9.99 9.3] 
(7 7.80 9.09 9.39 9.28 [42 
(०,५ 8.32 .20 .06 20.43 2.75 
(०७५ 9.60 9.08 4.39 33.00 ]5.69 
आ्रौसत 8.36 9.758 [4.75 20.70 
(0 | (प>ट 
5. 5. .40 .40 2.80 
(0,09.)5% 2.86 2.86. 5.83 
सारणी 3.5 उपलब्ध जिक (अंश प्रति दस लक्षांश) 
2४५ भ] 00 स्‍४५५५ ४५५७ ऑसत 
(७५ 4.26 .73 .26 .60 2.2] 
(0५७ ].66 2.73 2.80 2,86 £/98 
(0,६ 0.38 2.33 2.33 3.40 2.]7 
(प७ 2.73 4.00 3.86 2.73 3.33 
औसत 2.345 2,692 2.562 2,647 
(प्र है| (पद 
5. 5. 0.0: 0.05: 0.0 
(0, 7.) 5% 0.0 0.0. 0.2 
सारणी 36 उपलब्ध फास्फोरस (अंश प्रति दस लक्षांश) 
४0 ९0७ ४७00 !४५00 झौसत 
(५ 34.40 26.67 20.80 28.27 27.53 
(प७ 33.60 7.07 3].47 38.27 30.0 
' क।॥ मर 37.40 32.27 6.53 7.60 24.66 
(१६५ 29.07 23.47 26.67 9.47 24.67 
भोसत 33.53 24,86 23.87 25.90 
&॥| ॥0१ (एप >८ 
5. 8. 5.]2 5..2 0.44 


(0. 0) 5% हक हद ष 


390 शिव गोपाल मिश्र तथा राम शंकर द्विवेदी 


सारणी 3.7 विनिमेय कैल्सियम (मिली तुल्यांक /00 ग्राम ) 


४७ 7११0७ 4४५७७ ४५५० ओसत 
(५ 5.40 6.20 5.60 5.20 .. 5.60 
(0७ 6.00 6.40 5.60 6.40 6.0 
0०, 7.00 6.40 5.40 5.40 6.05 
(पछ७ 5.80 5.80 6.40 6.60 6.5 
औसत 6.05 6.20 5.75 5.90 
एप र टपशटए 
५. एछ. 0.07 0.07. 0.4 


(0. 0.) 5५%. 0.]42 0.42. 0.30 


सारणी 3.8 विनिभेय मेग्तीशियम (मिली तुल्यांक/00 ग्राम | 


+४७ ४३५७ ४५५७ मन ग्रोसत 
(७७ 2.20 .80 .40 .40 .70 
(७, 0.20 .80 .. 2.20 2.00 2,05 
(६ 2.20 2.68 .80 .80 2.0 
(0६ 20 .20 2.00... 2.00 .80 
आसत 256 .85 .85 .80 
एप रा एएशप 
5 एछ, 0.07 0.0. 0.4 
(6.9.) 5% . 0..4 0.4. 0.29 
(0- ब उपचार 


नाइट्रोजन की उच्च मात्रा के साथ साथ यदि (० भी रहे तो उपलब्ध (0 की मात्रा इन्हीं तत्वों 
के ग्रलग अलग उपचारों की अपेक्षा काफी अधिक मिली । यह मात्रा पहली फसल के बाद ज्ञात की गई 
मात्रा से कम रही | हाँ केवल उच्च स्तर (० (2 वर्ष पूर्व उपचारित) तथा निम्न स्तर ' के पूर्व 
उपचार का प्रभाव नाइट्रोजत उपलब्धता पर धनात्मक एवं सार्थक रहा परन्तु (५)८)४ पूर्व उपचार का 
नाइट्रोजन की उपलब्धि पर (० के उच्च स्तर तथा '४ के निम्न स्तर का प्रभाव लक्षित होता है। 


(०, तथा (7०८7४ पूर्व उपचार से दूसरे वर्ष मिट्टी में प्रथम वर्ष फसलोपरान्त मृदा 
परीक्षण की तुलना में 2-3 गुना अधिक उपलब्ध लोह प्राप्त हुआ । (7 की उपलब्धि पर भी (० तथा 
'प तत्वों के अलग-अलग उपचारों की अपेक्षा संयुक्त उपचार (2४७८७) का प्रभाव अ्रच्छा रहा किन्तु 
यह मात्रा प्रथम वर्ष फस्नलोपरान्त मृदा परीक्षण की अपेक्षा एक तिहाई ही रह गई। ऐसा ही 0४)८7 
उपचारित मुदा में भी देखा गया । 


सक्ष्ममात्रिक तत्वों के अवशिष्ट प्रभाव 39] 


27 की उपलब्धि पूर्व उपचारित संयुक्त (0७५८]४) उपचारों की अपेक्षाकृत उन्हीं तत्वों के अलग- 
अलग उपचारों से अधिक तथा सार्थक रही । कुछ उपचारों को छोड़कर शेष सभी में उपलब्ध ? की 
सात्रा घटी किन्तु यह प्रमाव सांख्यिकोय दृष्टिकोश से सार्थक नहीं रहा। 0० तथा ४ के उपचारों से भी 
केवल [0 997 (४ पूर्व उपचार को छोड़कर शेष सभी उपचारों से * उपलब्धि में कमी आयी ! 


वितिमेय (8 तथा ७४ की मात्रा पर 2०» पूर्वडपचार का प्रभाव साथंक रहा यद्यपि 2 
वर्ष पूर्व (पर के उपचार से विनिमेय (७ तथा ७४४ भी बढ़ा तथा नाइट्रोजन पूर्वउपचार से इनकी मात्रा 
में हास हुआ । उपयुक्त विवेचना से यह स्पष्ट है कि मृदा में डाले गये और प्तमी तत्वों की उपलब्धि में 
निरन्तर ह्ास होता है किन्तु लोह की उपलब्धि कालान्तर में बढ़ती है जिसका कारण मृदा में पौधों 
की जड़ों व अन्य कार्बनिक पदार्थों के सुक्ष्मजेविक विघटन के फलस्वरूप मुक्त तत्व ही सम्मव हो सकते हैं । 
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सुक्मसात्रिक तत्वों की अन्योन्य क्रियाओं का मिट्टी के 
पोषक तत्वों पर अवशिष्ट प्रभावना 


शिवगोपाल मिश्र तथा रविशंकर द्विवेदी 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त-- जून , 976 |] 
सारांश 


लोह के साथ ताम्र अथवा निकेल उपचार का मृदा के स्थूल (कल्सियम, मेग्नीशियम तथा फास्फोरस) 
तथा सूक्ष्ममात्रिक तत्वों (मैंगनीज तथा जिक) के साथ ही डाले गये सक्षममात्रिक तत्वों की उपलब्धि पर 
प्रभाव का अध्ययन लाल मिट्टी में 2 वर्ष उत्तरोतर मक्का उगाकर किया गया। लोह>८ताम्र 
उपचार से मृदा निकेल की उपलब्धि में वृद्धि हुई तथा उपलब्ध जिक में सार्थक ह्वाप्त हुआ जबकि ताम्न, 
लोह, फास्फोरस, केल्सियम तथा मेंग्नीशियम की उपलब्धि विचरणशील रही । लोह >निकेल उपचार से 
उपलब्ध निकेल तथा लोह में सार्थक वृद्धि हुई तथा उपलब्ध जिंक तथा ताम्र की मात्रा में सार्थक ह्वास 
हुआ । उपलब्ध फास्फोरस, विनिमेय केल्सियम तथा मेग्नीशियम में कोई नियमित प्रक्रम नहीं लक्षित 
हुआ । उपलब्ध लोह की मात्रा लोह-ताम्र, लोह-निकेल उपचारों में 2 वर्ष पश्चात, प्रथम वर्ष के बाद 
की तुलना में 2-3 गुना थी जबकि उपलब्ध मैंगनीज प्रथम वर्ष के अन्त का /3-/4 रह गया । 
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गई फरध्धा. 


फसलों के उगाने के पूर्व मृदा में उपस्थित उपलब्ध भोज्य त्तत्वों के स्तर की जानकारी पौधों के 
संतुलित खनिजपोषण की दृष्टि से अत्यन्त महत्वपूर्ण है | पौधे मिट्टी में उपस्थित भोज्य तत्वों को ग्रहण 
करके अपना जीवन-चक्र पूरा करते हैं। उनके द्वारा कुछ काबंनिक पदार्य (पौधों के अवशेष) तथा जड़ें 
मृदा में छोड़ दी जाती हैं जो अनुकूल परिस्थितियों में सूक्ष्मजेविक क्रियाओं द्वारा खनिजीकृत होकर 
मिट्टी में मिल जाते हैं । इस प्रकार मृदा में भोज्य तत्वों का चक्र चलता रहता है। फसल द्वारा ग्रहण 
करने के पश्चात शेष तत्व तथा जड़ों और कार्बनिक पदार्थ के विघटन से प्राप्त तत्व श्रगली फसल के 
लिये उपलब्ध होते रहते हैं । यदि फसल काटने के पश्चात मृदा में उपस्थित उपलब्ध तत्वों की मात्रा 
निश्चित की जाय और फसल द्वारा ग्रहीत तत्वों के स्तर से तुलना की जाय तो यह जानकारी उर्वेरक- 
संस्तुति में विशेष सहायक हो सकती है । 


इसी दुष्टि से प्रस्तुत अध्ययन में 2 वर्ष पूर्व मृदा में डाले गये (०, #७ तथा 7 के फलस्वरूप 
विभिन्न तत्वों की मिद्ठी में उपलब्धि ज्ञात की गई है । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन के लिये बसहरा, मेजा (इलाहाबाद ) से लालमि ट्री का सतही नमूना (0--5 सेमी ०) 
एकत्र किया गया और भिट्टी को प्रयोगशाला में सुखाने के पश्चात उसे पीसकर फिर 00 छिद्र वाली चलनी 
से चाल कर संग्रहीत किया गया। मिट्टी के कुछ मौतिक एवं रासायनिक गुणों का निश्चयन मानक विधियों 
से किया गया जिसका विवरण सारिणी ! में दिया गया है। मृदा ८ए-न्यून तथा फास्फेट अनुक्रियात्मक 
पाई गई । मिट्टी में [॥, ?, तथा ॥( को 20 :60:60 9797 की दर से श्रच्छी तरह मिलाया गया तथा 4 
कि० ग्रा० मिट्टी प्रत्येक गमले में मर दी गई । प्रयोग दो अलग सेटों में व्यवस्थित किया गया। पहले 
वर्ष मिट्टी को 0० तथा क्र के 0, 0, 25 तथा 50 छए7 (0४50 .58,0 तथा 76 50, .77,0) की 
दरों से (विलयन के रूप में) उपचारित किया गया और मक्‍्के की फसल ली गई जिसमें प्रत्येक गमले 
में 4 पौधों को. उगने देकर उन्हें 45 दिन पश्चात काट लिया गया । अब मिद्ठी को गमलों में श्रगली 
फसल के लिये पड़ा रहने दिया गया । बीच-बीच में गुड़ाई की गई जिससे जड़ें सड़ जाये । दूसरे वर्ष पुनः 
मक्का उगाया गया । उगाने के पूर्व [५, ? तथा [7 20 : 60: 60 एए7) विलयन के रूप में मिट्टी में मिला 
दिये गये । 45 दिन पश्चात मक्‍के के पौधे काट लिये गये । इस बार जड़ें भी मिट्टी से पृथ्क्ष कर ली 
गईं । प्रत्येक गमले से मिट्टी के नमूने लिये गये और उनमें विनिमेय ताम्र, निकेल, केल्सियम, मेग्नीशियम 
तथा मंंगनीज का निश्चयन .४ 'रल,043० (पी-एच 70) के निष्कर्षण में क्रमशः चेंग और ,्र; सैन्डेल, 
चंग तथा ब्र और जकक्‍्सन की विधियों द्वारा किया गया । उपलब्ध लोह ! /४ पल ,080८(पी-एच 4-8) 
निष्कषंण में ओल्सन की विधि// द्वारा तथा उपलब्ध जिक । ४ रत्न ,03०--0:25% डिथीजोन निष्कर्षण 
में शा तथा डीन. की विधि// द्वारा निश्चित किया तथा उपलब्ध फास्फेट का निश्चयन शोल्सेन इत्यादि? 
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की बाइकाबॉनिट विधि द्वारा किया गया। इस प्रकार प्राप्त आंकड़ों का सांख्यिकीय विश्लेषण भी 
किया गया । 


परिणाम तथा विवेचना 
. एआाध्ट ४९ उपचार 


मृदा में विभिन्न निष्कषषकों द्वारा निष्कषित विभिन्न तत्वों की मात्रा्यें सारिणी 2--] से 2.-8 
तथा 3-] से 3-8 में दी गई हैं। सारिणी 2--] से यह स्पष्ट है कि (ए उपचार के फलस्वरूप 
मृदा-ताम्र की उपलब्धता में वृद्धि हुई है जबकि 8 पूर्व उपचार से (४ में हास हुआ । जहाँ (४ तथा 
एछ७ का संयुक्त उपचार 2 वे पूर्व हुआ उतमें मृदा-ताम्र की उपलब्धि विचरणशील पाई गई। उपलब्ध 
निकेल की मात्रा में इन्हीं उपचारों के अंतरगंत वद्धि हुई। उपलब्ध लोह (सारिणी 2'-2) का स्तर 
ऐसे उपचारों में जिनमें ताम्र डाला गया था अधिक पाया गया | लोह तथा लोह><ताम्र पूर्व उपचार से 
लोह की उपलब्धता नियमित रूप से नहीं प्रभावित हुई | मृदा से निष्करषित दूसरे वर्ष उपलब्ध लोह की 
मात्रा प्रथम वर्ष की अपेक्षा लगभग दुगुनी पाई गई जो कि अनुमानत: पिछलो फसल की जड़ों के विघटन 


से मृक्त हुये लोह के कारण हो सब्ती है । 


दो वर्ष बाद मिट्टी में उपलब्ध-मैंगनीज की मात्रा एक वर्ष बाद की अपेक्षा /3-/4 रह गई जो 
कि पौधों द्वारा प्रचुर मात्रा में उदग्रहण होने के कारण हो सकती है किन्तु फिर भी डाले गये सुक्ष्ममात्रिक 
तत्वों का प्रभाव नियन्त्रित प्रयोग से अधिक ५7 द्वारा स्पष्ट है । 


उपलब्ध जिंक की मात्रा में पूर्व की अपेक्षा नियंत्रण को छोड़कर सभी उपचारों के कारण सार्थक 
ह्ास हुआ । फास्फेट की उपलब्धता (सारिणी 2--6) पूर्व के ही समान प्रकट होती है यदि पौधों 
द्वारा फास्फेट काफी उद्ग्रहण हुआ है। ताम्र पूर्व उपचार के कारण मुदा-फास्फोरस में थोड़ी वृद्धि 
देखी गई किन्तु प्रभाव साथंक नहीं रहा । 


सामान्यतः उपलब्ध मुदा-निकेल का स्तर पूर्व वर्ष की अपेक्षा निम्त रहा तथा सभी उपचारों से 
साथंक वृद्धि हुई है । 


विनिमेय कैल्सियम की मात्रा ताम्र तथा लोह पूर्व उपचारों से साथंक रूप से घटी हैं जबकि 
विनिमेय मैंग्नीशियम की मात्रा में पूर्व उपचारित ताम्र के कारण वृद्धि हुई है। पूर्व लोह उपचार 
के कारण यह मात्रा थोड़ी घट गई। ये परिवतंन पौधों द्वारा कल्सियम और मेग्नीशियम के उद्ग्रहरा 
के कारण परिलक्षित हो सकते हैं । 


2. ४९५८ उपचार 


सारिणी 3 से यह स्पष्ट है कि 7 या 'ण के पूर्व उपचार से उपलब्ध-लोह को मात्रा में 
सार्थक वृद्धि हुई है जबकि संयुक्त (7०2८)श) उपचार का प्रभाव और भी स्पष्ट रहा। 7 के द्वारा 
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उपलब्ध-लोह में वृद्धि 7० और 7ऐं के मध्य ग्राव्सीकरण-अपचयन के कारण सम्भव है। उपलब्ध लोह 
की मात्रा 2 वर्ष पूर्व की अपेक्षा लगभग 3-4 गुनी रही जो कि पूर्व फसल द्वारा मृदा में छोड़ी गईं जड़ों 
के सूक्ष्मजीवों द्वारा विघटन से मुक्त हुये लोह के कारण ही सम्भव है । 


उपलब्ध निकेल की मात्रा में 7०, !शं तथा 7७७८४ पूर्व उचारों से साथंक वृद्धि हुई है। पूर्व 
वर्ष की भ्रपेक्षा दूसरे वर्ष उपलब्ध निकेल की मात्रा कम रही जो कि पूर्व फसल द्वारा निकेल ग्रहण करने 
की श्रोर संकेत करती है । 


उपलब्ध ताम्र की मात्रा में निकेल के उपचार से सार्थक वृद्धि हुई है तथा किन्तु लोहे का प्रभाव 
विपरीत रहा । निकेल के साथ लोह डालने से उपलब्ध ताम्र में सार्थक ह्ास हुआ । 


पं की अपेक्षा ए& उपचार के कारण थे! की उपलब्धि में वृद्धि देखी गई। उपलब्ध मंगनीज 
पूववे वर्षों की अपेक्षा /3-]/4 रह गया। 


उपलब्ध जिक की मात्रा 2 वर्ष पूर्व डाले गये लोह श्रथतवा निकेल अ्रथवा लोह »< निकेल उपचारों 
की तुलना में सार्थक रूप से धटी जो कि दोनों फसलों द्वारा अधिक मात्रा में जिक ग्रहण के कारण हो 


सकती है । 


उपलब्ध फास्फेट की मात्रा 2 वर्ष पूर्व डाले गये निकेल उपचार से बढ़ी है परन्तु लोह उपचार 
का ऐसा कोई प्रभाव नहीं पाया गया । लोह » निकेल उपचार से उपलब्ध फास्फेट की मात्रा में 
परिवतंनशील प्रभाव देखा गया । 


विनिमेय कैल्सयम की मात्रायें ऐसे उपचारों में साथंक रूप से बढ़ीं जहाँ 2 वर्ष पूर्व लोह या निकेल 
डाले गये थे । इसके विषरीत विनिमेय मैग्नीशियम की मात्रा पूर्व निकेल उपचारित गमलों में कम पाई 
गई। पौधों द्वारा कैल्सियम का उद्ग्रहरा मिद्ठी में इसकी उपलब्धता के अनुसार रहा परन्तु पोधों में 
मैग्नी शियम का स्तर पूर्व उपचारित निकेल के कारण बढ़ा हुआ पाया गया। 


इस प्रकार उपर्युक्त विवेचना से यह स्पष्ट हो जाता है कि सुक्ष्ममात्रिक तत्व मिट्टी में अ्रवशिष्ट 
प्रभाव अगली बोई जाने वाली फसलों पर डालते हैं तथा मिट्टी में बहुत समय तक' उपलब्ध रूप में मी 
उपस्थित रहते हैं परन्तु समय के साथ यह मात्रा घटती जाती है (लोह को छोड़कर) जिससे सूक्ष्ममात्रिक 
तत्वों की अतिरिक्त मात्रा डालना आवश्यक है । 
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सारिणो ! 


मिट्टी के कुछ भौतिक दथा रासायनिक गुण 


पी-एच 6-5 उपलब्ध ऐं 
कार्बनिक कार्बन 0-494 (%) (अंश प्रति दस लक्षांश) 0:6 
कल्सियम कार्बोनेट. 0-27 (%) उपलब्ध ? 
उपलब्ध लोह (भ्रंश प्रति दस लक्षांश ) 8:40 
(अंश प्रति दस लक्षांश ) 3:6 उपलब्ध थ्टत 
विनिमेय 'श॥ (अंश प्रति दस लक्षांश) 6:40 
(ग्रंश प्रति दस लक्षांश ) 26:9 बालू 43-80 (%) 
उपलब्ध (7 सिल्ट 28-40 (%) 
(श्रंश प्रति दस लक्षांश) 0250 मृत्तिका 27:80 
सारिणी 2 
(०-०८ भन्योन्य क्रियान्ओों का प्रभाव 
सारिणी-2:: उपलब्ध ताम्र (अंश प्रति दस लक्षांश) 
56 छ०५ ए6,५ 56५५ ग्रौसत 
(0५ 0:500 0467 0-450 0-4]2 0*458 
(07:60 0-:950 -300 0333 0:683 0-989 
(प५६ 2"83 -933 :433 .367 -:730 
(प50 4'27 ]-37 2:8667 4433 3-208 
श्रोसत :962 :254 :270 -725 


(एफ 7& « (पर 
5.5. 0:.34 0:34 0:269 
((..2 -)5% 0:274 0274 0:.550 
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सारिणी-2:.2 उपलब्ध लोह (अंश प्रति दस लक्षांश) 


56, ७८, 7९,६ 766 औसत 
(छ७ 6:]7 5400 54:7 57:00 56-58 
(पछ., 74:75 66:30 64'.67 69:33 58:76 
६7५५ 62-42 72:08 7000 66-33 67:70 
(7६७ /0-:00 55-33 67:50 60-88 63-43 
आसत 67:08 6-93 6408 63-39 
(पर 77& (0-76 
9.:. 6-28 6-28 2*68 
(2.0.)5% 2.83.. -- प्न- 
सारिणी-2:.3 उपलब्ध निकेल (अंश प्रति दस लक्षांश) 
76५ छ6 56५५ ८६, ग्रौसत 
हा 0'.]00 0.00 0*422 (0*30 0*]]3 
(पा 0:]20 0-240 0270 0३300 0232 
(५६ 0']22 0:280 0-320 0'350 0268 
(7५ 0:.]25 0:285 0-325 0:450 0296 
आसत 0-]7 0:226 0-:260 0-307 
(७ 76 (प्र><८86 
99.72. 0-043 0:043 0087 
(0.0.)5% 0:088 0:088. 0-+77 
सारिणी-2..4 उपलब्ध मेंगनीज (अंश प्रति दस लक्षांश) 
[7९५ 6.५ 56, 76७७ आओसत 
(प७ 7-87 6-66 4-84 3-63 5-75 
(0५७ 5-4 2-42 0-48 ]-24 7-32 
00५७ 3-87 2-]] 3-33 3-93 8-3] 
(७ 4:54 6-97 ]]-45 2-]2 8-77 
झ्रौसत 5-35... 4-54 0-03 0-23 
(्प 7 € (प्र >< 96 
99... 0:26 0*2[ 0:56 
(0.0.5% 057. 057. [-5 
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सारिणी-2':5 उपलब्ध जिंक (अंक प्रति दस लक्षांश ) 
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780 8 4#6,६ अ ओऔसत 
(7 5-86 3-53 2-33 -53 
(ण५ ]:66 3-26 4-33 2-86 
(0५६ 3:06 2*20 4-80 .60 
(0५ 2-53 [-06 -33 0-53 
औसत 3-28 228) 2-45 -63 
(छ && (-प>< 77८ 
5.7:. 028 0*28 056 
(0.0.)5% 0:57 057. 4-6 
सारिणी-2:6 उपलब्ध फास्फोरस (अंश प्रति दस लक्षांश) 
56 छ&५ छ8,८ छ6६, ओसत 
(0७५ 24"-80 23-20 33:33 26-]3 26-90 
६6 2467 36:80 32:27 9-60 28-50 
0०५६ 38-93 27:20 28-26 35-73 32-53 
(प६, 36:80 26-93 27-67 32-80 3"-05 
झोसत 3-50 28-53 30-40 28-57 
(्प 76 (-7>< 7६ 
8.8, 480. 483. 96] 
95970: , ०० मी कर 
सारिणी-2']77 विनिमेय केल्सियम (मिली तुल्यांक/00 ग्राभ ) 
(6, 6.५ 6,६ एल श्रोसत 
(0५ 700 3:73 6-20 6.00 6.5 
(0.0 660 65-20 5.60 5:60 605 
(०, 6:20 5-40 6-00 5-60 5-80 
(प७७ 6-00 5-60 6:00 6-00 5-90 
ओसत 6:45 5-65 6-00 5-80 
ध्फ 76 (-प>< 77६ 


8.0, 0:06 0.06  042 
(0.0.)5% 0-]3 0-3 . 0:26 
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400. 


शिवगोपल मिश्र तथा रविशंकर द्विवेदी 


सारिणी-2--8 विनिमेय मैग्तीशियम (मिली तुल्यांक/00 ग्राम) 


हा 78.0 76 ९95 76५ ग्रौसत 
(0५ 2:20 -80 200 -80 -95 
(प्रस्‍७ 2:20 2-20 -60 2'00 200 
6077 2-60 2-20 -80 -80 -85 
(75५ 200 2:00 200 220 203 
औसत 2-00 2*05 :85 -95 

(पर ए€ (>> 7८ 
9.7:. 0:05 005 0-2 
(0.0.5% 0-॥. 0]] 0:22 
सारिणी-3 
ए०- रा अन्योन्य क्रिया का प्रभाव 
सारिणी-3: उपलब्ध लोह (अंश प्रति दस लक्षांश ) 

78 760 7895 /7660 आओसत 
रा, 6:20 5400 60-83 57:00 58-25 ' 
रा. 63:]6 93-83 ]09-:33 88-7 88:62 
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लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ श्रनुसन्धान पत्रिका में वे ही अनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो अ्रन्यत्र न तो छपे हों 
भ्रौर न आगे छापे जायें । प्रत्येक लेखक से' इस सहयोग की आशा की जाती हैं कि इसमें प्रकाशित 
लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वैज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका का होना चाहिए । 

लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे श्रथवा टाइप किये 
श्राने चाहिए तथा पंक्तियों बीच में पार्र्व में. संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 
प्रंग्रेजी में भेजे गये लेखों के अनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है। इस श्रनुवाद के लिये तीन 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 

लेखों में साधारणतया यूरोपीय अक्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा 
सकेगा, जंसे (& 7८८४४) ग्रथवा ०9,» इत्यादि । रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन अंकों का 
भी प्रयोग हो सकता है । 

ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आदेश दे 
देना अनुचित न होगा । 

प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में और अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश ($प्रणा7०»०ए) भी आना 


चाहिए । अंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(&०४07०८४७) में इनसे सहायता ली जा सके । 


प्रकाशनाथ्थ चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टल बोर्ड कागज पर बने झाने चाहिए। इस पर 
अंक और अक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए । जितने श्राकार का चित्र छापना है, उसके दुगने 
ग्राकार के चित्र तंयार हो कर आने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी आर्टिस्ट से तैयार 
कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा ! चौथाई मूल्य पर चित्रों 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे ।' 

लेखों में निर्देश (7९८/८०८०८८) लेख के श्रन्त में दिये जायेंगे। 

पहले व्यक्तियों के नाम, जनेल का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (४०!०८८७४८) और 
ग्रन्त में प्रष्ठ संख्या । निम्न प्रकार से-- 

फॉवेल, आर० आर० और म्युलर, जे० । जाइट फिजिक० केमि०, !928, 50, 80 | 

प्रयेक लेख के 50 पुनर्मुद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मुल्य दिये जायँंगे। इनके श्रतिरिक्त यदि और 
प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मूल्य पर मिल सकेंगी । 

लेख “सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ श्रनुसन्धान पत्रिका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पते पर 
आने चाहिए । आलोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये जाएंगे । 
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